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Yorwort. 



Während sich die Physik in den letzten Jahrzehnten vor- 
zugsweise mit dem Studium der in gasformigem Zustande 
befindlichen Körper beschäftigte, scheint sich das Interesse 
jetzt allmählich wieder mehr dem Verhalten der festen Körper 
zuzuwenden, wie aus der wachsenden Zahl derartiger Unter- 
suchungen (z. B. über elastische Nachwirkung, über Elastici- 
tät krystallisirter Körper, u. A.) hervorgeht. Dadurch muss 
auch die Frage nach dem Wesen der Krystalle nothwendig 
wieder mehr in den Vordergrund treten, eine Frage, deren 
Studium mich seit vielen Jahren unausgesetzt beschäftigt hat, 
und zu deren Beantwortung die vorliegende Schrift einen 
Beitrag zu liefern bestimmt ist. Man findet hier die ganze 
Mannichfaltigkeit der überhaupt möglichen Krystallstruktur- 
formen aus einem einzigen Princip, nämlich aus dem selbst- 
verständlichen Grundsatze von der regelmässigen Anordnung, 
auf streng mathematischem Wege abgeleitet. Die geome- 
trischen Resultate dieser Untersuchung sind von mir schon 
vor 3 Jahren in einer eignen Brochüre veröflFentlicht worden 
(„Die unbegrenzten regelmässigen Punktsysteme als Grund- 
lage einer Theorie der Krystallstruktur. Karlsruhe 1876"), 
gegenwärtig wird die ausführliche Ableitung .gegeben; manche 
der damals für die einzelnen Strukturformen gewählten Namen 
sind jetzt durch passendere ersetzt, doch sind die früheren 
Namen unter dem Text immer noch angegeben. 

Die mathematische Methode der Untersuchung rührt 
von Herrn Camille Jordan her; derselbe hat in einer um- 
fangreichen Abhandlung eine Aufgabe aus der Geometrie der 
Bewegung gelöst, welche die vorliegende krystallographische 
Aufgabe mit umschliesst. Weil es mir indessen früher ge- 
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IV Vorwort. 

laugen war, in jener Abhandlung ausser einigen kleineren 
Ungenauigkeiten eine grössere Lücke zu entdecken, so glaubte 
ich mich gegen irgend welche Irrthtimer nicht anders sichern 
zu können als dadurch, dass ich die ganze Untersuchung, 
soweit sie auf Krystallographie Bezug hat, selbstständig von 
vorn anfing, natürlich mit Benutzung des bewährten Grund- 
gedankens der Jordanischen Methode. Trotz der principiellen 
Uebereinstimmung, welche dadurch meine Untersuchung im 
Allgemeinen mit der Jordanischen Arbeit bekommen musste, 
zeigen sich doch auch erhebliche Abweichungen, die vorzugs- 
weise darin bestehen, dass ich überall auf die geometrische 
Deutung der Resultate das Hauptgewicht lege, denn die Auf- 
findung der Strukturformen war ja mein einziges Ziel. 

Zum Verständniss der ganzen Schrift ist keine höhere 
Mathematik, vielmehr nur ein kleiner Theil der elementaren, 
erforderlich; dagegen werden an das räumliche Anschauungs- 
vermögen gewisse unumgängliche Anforderungen gestellt. 
Weil die Schrift sich keineswegs ausschiesslich an Mathema- 
tiker, sondern wesentlich an Naturforscher (Physiker, Kry- 
stallographen, Mineralogen, Chemiker) wendet, so habe ich 
es für nöthig gehalten, die wenigen kinematischen Hülfssätze, 
die bei den folgenden Entwicklungen benutzt werden^ mit 
Angabe der sehr einfachen Beweise, im § 4 zusamm^zu- 
stellen. Ueberhaupt ist der, freilich schwer durchführbare. 
Versuch gemacht, die Darstellung so zu halten, dass sie 
Lesern von ganz verschiedener mathematischer Vorbildung 
genügt. 

Zu möglichst leichtem Eindringen in den eigentlichen Kern 
der Schrift dürfte es sich vielleicht empfehlen, nach der Ein- 
leitung zunächst nur die Erklärungen und die durch den Druck 
hervorgehobenen Sätze des Al?schnitt I, unter Weglassung der 
Beweise, zu lesen, den Abschnitt II nur zu durchfliegen und 
sobald als möglich zu der tabellarischen Uebersicht aller 
regelmässigen Punktsysteme (§ 27) vorzudringen, deren Ver- 
ständniss — mit Hülfe der auf den Tafeln beigegebenen 
Mguren — das Hauptziel der Schrift sein muss. Nächst 
dieser Uebersicht aller Strukturformen wird für den Natur- 
forscher wohl die historische Einleitung und der Abschnitt III 
von Interesse sein; in letzterem ist der Nachweis der all- 
gemeinen Uebereinstimmung der Theorie mit den Erfahrungs- 
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thatsachen enthalten. In dieser Beziehung möchte ich be- 
sonders die Erklärung des optischen Drehvermögens von 
Krystallen (§ 41) hervorheben; ferner den Nachweis, dass 
die Hemimorphie nicht in der Anordnung der Krystallele- 
mente, sondern unmittelbar in der BeschafiFenheit des einzel- 
nen Elements begründet ist (§ 34). Endlich verdient die 
gelegentlich aufgestellte Eintheilung aller physikalischen 
Eigenschaften der Krystalle in 2 Gruppen (§ 37) vielleicht 
einige Beachtung. 

Mineralogisch - krystallographische Detailangaben habe 
ich wesentlich aus den 3 Werken: Groth, Physikalische Kry- 
stallographie. Leipzig 1876; Naumann- Zirkel, Elemente der 
Mineralogie. 1877; A. Knop, System der Anorganographie. 
Leipzig 1876, entnommen; ausserdem bin ich Herrn A. Enop 
für mancherlei werthvolle mündliche Mittheilungen zu Danke 
verpflichtet. Bezüglich der physikalischen Eigenschaften bin 
ich überall auf die Originalabhandlungen zurückgegangen. 

Karlsruhe, März 1879. 

Der Verfasser. 



Angabe der Stellen, wo folgende theils neue, theils nicht 
allgemein bekannte Benennungen erklärt sind. 
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S o h n c k e , Kry stallstruk t iir. 



Capitel I. 
Einleitung. 

§ 1. Begriff der Krystallstruktur. 

Die ebenflächige Begrenzung ist zwar das auffallendste, 
aber nicht das wesentlichste Merkmal der Kry stalle, sondern 
nur eins neben anderen; denn nicht jeder beliebige eben- 
flächig begrenzte Körper ist ein Krystall; andererseits hört 
ein Kry stall nicht auf, ein solcher zu sein, auch wenn seine 
ebenflächige Begrenzung zerstört ist. Charakteristisch für 
den krystallisirten Körper ist vielmehr dies, dass er nach 
verschiedenen in ihm gezogenen Richtungen im Allgemeinen 
ein verschiedenes Verhalten zeigt (jedoch kann dasselbe für 
einige unter allen Richtungen übereinstimmen). Vorzüglich 
Cohäsion und Elasticität, mit gewissen Einschränkungen aber 
auch Wärmeausdehnung, Wärmeleitung, Verwitterbarkeit, 
Durchstrahlbarkeit, Lichtbrechung, elektrisches und magne- 
tisches Verhalten sind verschieden in den verschiedenen Rich- 
tungen; desgleichen ist auch die Anordnung der ebenen 
Grenzflächen nach den verschiedenen Richtungen hin eine 
verschiedene. Eine charakteristische Folge der mit der Rich- 
tung wechselnden Cohäsion ist sodann die den meisten Kry- 
stallen zukommende Eigenschaft, sich nach Ebenen von be- 
stimmter Lage besonders leicht spalten zu lassen. — Der 
Krystall ist ferner ein homogener Körper; er besitzt keinen 
physisch ausgezeichneten Punkt, namentlich keinen Mittel- 
punkt. An welcher Stelle man auch aus dem Inneren eines 
Krystalls ein Stück herausnimmt: es zeigt immer dieselben, 

1* 



4 Capitel I. Einleitang. 

nur von der Richtung abhängigen Eigenschaften. Hiernach 
hat man folgende Erklärung: 

Ein Kry stall ist ein homogener fester Körper^ dessen yeo- 
metrisclies und physikalisches Gesammtverhalten nach den ver- 
schiedenen in ihm gezogenen Eichtungen hin im Allgemeinen 
verschieden ist, und der hei ungestörter Ausbildung von ebenem? 
FläcJien begrenzt ist. 

Die Ausdehnung der Grenzflächen ist regellos; fest be- 
stimmt sind nur die Winkel, unter denen sie sich schneiden. 
Denkt man aber die physisch gleichwerthigen Flächen nicht 
verzerrt, sondern auch geometrisch gleichmässig ausgebildet, 
so zeigen sich die meisten dieser idealen Krystallgestalten 
mit Symmetrie begabt, nach deren höherem oder geringerem 
Grade sie in Gruppen (Krystallsysteme) zusammengefasst 
werden. Genaueres über die verschiedenen Arten von Sym- 
metrie folgt später. 

Indem ein Krystall durch äussere Anlagerung von StoflF- 
theilchen wächst, so ist es nicht anders denkbar, als dass er 
sich in einer gewissen regelmässigen Weise aus denselben 
aufbaut. Man versteht nun unter der Struktur eines Krystalls 
die Anordnung der ihn zusammensetzenden Theilchen. 

[Bei atomistischer Vorstellung bietet der BegriflP der 
Struktur gar keine Schwierigkeit; er ist aber auch bei der 
Vorstellung kontinuirlicher Raumerfüllung unvermeidlich; die 
Volumelemente eines Krystalls sind eben nicht beliebig wähl- 
bar, sondern sie sind in bestimmter Weise begrenzt und an- 
geordnet zu denken.] 

Die Struktur ist die nächste Ursache des verschiedenen 
Verhaltens eines Krystalls nach den verschiedenen Richtungen 
hin; daher wird dies Verhalten dem Versjbändniss näher ge- 
rückt, sobald es gelingt, bestimmtere Vorstellungen über die 
Struktur zu gewinnen. 

Natürlich kann die Forschung nicht bei der Erkenntniss 
der Struktur stehen bleiben, sondern sie muss die Frage 
nach dem tieferen Grunde der verschiedenen Strukturformen 
zu beantworten suchen. Wenn es nun auch keinem Zweifel 
unterliegt, dass die Struktur wesentlich durch die stoffliche, 
d. h. chemische Beschaffenheit bedingt ist und sich daher aus 
letzterer ableiten lassen muss, so scheint eine solche Ablei- 
tung doch für den gegenwärtigen Zustand unserer Kenntniss 



§ 1. Begriff der Krystallstruktur. — § 2. Historische Einleitung. 5 

noch ein Problem höherer Ordnung zu sein. Dasselbe wird, 
als ausserhalb des Rahmens dieser Schrift liegend, nicht 
weiter berührt werden.^) 

§ 2. Historische Einleitung. 

Als man anfing sich mit der Theorie der Krystallstruktur 
zu beschäftigen, waren die Vorstellungen natürlich zunächst 
nur einzelnen speciellen Fällen angepasst. In dem Masse jedoch 
als die Kenntniss von den krystallisirten Körpern zunahm, 
wurden auch die theoretischen Vorstellungen von ihrer Struk- 
tur bestimmter und umfassender, so dass eine Geschichte 
dieser Theorien das Bild einer fast stetig fortschreitenden Ent- 
wickelung zu immer schärferer und konsequenterer Gestal- 
tung hin darbietet, wie aus den folgenden historischen An- 
deutungen hervorgehen wird.^) 

Einer der ersten, die sich genauere Vorstellungen vom 
Bau der Kry stalle zu bilden suchten, scheint Rob. Hooke^) 



1) Vereinzelte Versuche zur Ableitung der Krystallstruktur aus der 
chemisclien Zusammensetzung sind indessen schon gemacht; so von 

Delafosse (M^m. des savants ätrangers. T. 13. Paris 1852: Mem. 
8. une r^lation import. entre 1. compos. atomique et 1. forme cristalline) ; 

G. Hinrichs (Atomechanik. Jowa-City 1867. 4°. 44 S.; ferner: 
Contributions to Molecular Science or Atomechanics. Jowa 1868); 

Schrauf (Lehrb. d. physikal. Mineralog. Bd. II. Wien 1868. Cap. XI. 
p. 160); 

Dana (Sillim. Amer. Journ. 1867. 2 ser. Vol. 44. pag. 89 und 252. 
„Crystallogenic and Crystallographic Contributions. No. IV: On a con- 
nection between Crystalline form and Chemical Constitution, etc." 
auszüglich übersetzt in Erdmann u. Werther Journ. f. prakt. Chemie. 
1868. Bd. 103. p. 385); 

Gaudin (in verschiedenen Abhb., die zusammengefasst sind in: 
L'architecture du monde des atomes. Paris 1873); 

endlich neuerdings von Spring (Hypoth^ses sur la cristallisation. 
Lihge 1876). — Auch eine ältere Abhandlung von Ampöre: S. 1. d^- 
term. des proport. dans lesqu. 1. corps se combinent d^apres 1. nombre 
et 1. dispos. resp. des mol^c. etc. in den Ann. d. Chim. T. 90. 1814. 
p. 43—86 steht in genauer Beziehung zu dieser Frage. 

2) Die Angaben über die Literatur vor Haüy sind zum Theil aus 
Marx Gesch. d. Krystallkunde. Karlsruhe 1825 entnommen. In Bezug 
auf Westfeld u. Bergman folge ich ihm gänzlich. 

3) Micrographia. London 1667. fol. 

p. 85: I think, had I time and opportunity, I would make prob- 
able, that all these regulär Figures, that are so conspicuously various 
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gOjvesen zu sein. Er entwickelte seine theoretischen Vor- 
stellungen wesentlich an den Krystallformen des Alauns, von 
denen er zeigte, dass sie sich sämmtlich durch Aneinander- 
legung von gleichen Kugeln, und zwar nur durch solche 
nachahmen lassen. Auch den Würfel des Steinsalzes ahmte 
er durch kubisch zusammengelegte Kugeln nach. Diese ver- 
schiedenen Experimente mit Kugeln erläutert er durch mannig- 
fache Zeichnungen. Da es ihm nun überhaupt gelang, sämnit- 
liche ihm bekannte Krystallgestalten durch Zusammenlegung 
von Kugeln und von ein oder zwei anderen sehr einfachen 
Körpern (welche? giebt er nicht an) aufzubauen, so dachte 
er die Kry stalle wirklich durch derartigen Zusammentritt 
von gleichen Theilchen entstanden, die er in den meisten 
Fällen als kugelförmig voraussetzte. 

Andere Vorstellungen entwickelte gegen den Ausgang 
des siebzehnten Jahrhunderts Domenico Guglielmini,^) ob- 
wohl auch er wesentlich dasselbe Beispiel des Alauns seinen 
Betrachtungen zu Grunde legte. Er stellte sich nämlich das 
Alaunoktaeder aus kleinen Oktaedern zusammengesetzt vor. 



and cnrious, arise only from three or four several positions or poatures 
of Globular particles, and those the most piain, obvious and necessary 
conjunctions of sucli figured particles that are possible. . . . 

And this I have ad oculum demonstrated with a Company of 
huUets and some few other very simple hodies; so that there was not any 
regulär Figure, which I have hitherto met withall, of any of those 
bodies that I haye above nalned, that I could not with the composition 
of bullets or glohules, and one w two other hodies, imitate, even almost 
by shaking them together. . . . 

p. 86: And there ia no one Figure, into which Älum is observed 
to be crystallized , but may hy this texture of glohules he imitated and 
hy no othei\ . . . 

I could instance also in the Figure of Sea-salt and Sal gern, that 
it is composed of a texture of Glohules, placcd in a cuhical form, and 
that all the Figures of those Salts may be imitated by this texture of 
Glohules, and by no other whatsoever. And that the forms of Vitriol 
and of Salt-Peter, as also of Crystal, Hore-frost, etc. are compounded 
of these two textures, but modulated hy certain properties, 

1) Riflessioni filosofiche dedotte dalle figure de' sale. Bonon. 1688. 
Dann: De salibus dissertatio epistolaris. 8®. Venet. 1705. Hier heisst 
es p. 2: Detcrminatam figuram non ab universali aut particulari archi- 
tectonico spiritu, sed a primarum particularum schemate unice esse 
derivandam. p. 10: Corpuscula insectilia, terminata planis superficie- 
bus, ita ad invicem inclinatis, ut simplicem aliquam includant figuram. 
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welche natürlich leere Zwischenräume zwischen sich liessen. 
So führte er überhaupt die äussere Krystallgestalt überall 
auf die Gestalt der Elementartheilchen zurück , welch' letztere 
er von ebenen Flächen begrenzt sein Hess. Er zuerst sprach 
auch das Princip aus, dass die Spaltbarkeit in Kry st allen der- 
selben Substanz konstant dieselben Formen liefert, und diese 
letzteren legte er den Elementartheilchen bei. Alle Gestalten 
der Salze dachte er aus denselben Grundformen (Würfel, 
Oktaeder, sechsseitiges Prisma, geschobenes Prisma) zusammen- 
gesetzt, welche mannigfach aufgebaut und durch eine gewisse 
magnetische Kraft aneinandergezogen und verwoben schein- 
bar neue Gestalten hervorbringen. 

Nach diesen beiden, zu ihrer Zeit wohl nicht hinreichend 
gewürdigten und doch schon sehr beachtenswerthen. Ver- 
suchen nimmt die eigentliche stetige Entwicklung der Theorie 
ihren Ausgang von der Beobachtung der rhomboedrischen 
Spaltbarkeit des Kalkspaths, an welche mehrere Forscher nach- 
einander ihre theoretischen Ideen anknüpfen. Am frühesten 
Christian Huygens.^) Dieser sieht die Regelmässigkeit der 
Krystalle als eine Folge der Anordnung der sie zusammen- 
setzenden gleichen, aber unsichtbar kleinen, Theilchen an, 
und denkt sich dieselben beim Kalkspath als Rotations- 
ellipsoide (deren Axenverhältniss sehr nahe == 1 : V^), wohl 
nach Analogie mit der von ihm ermittelten Gestalt der Ele- 
mentarwellenfläche der ungewöhnlich gebrochenen Strahlen 
bei derselben Substanz. Ein aus nebeneinandergelegten sich 
berührenden Rotationsellipsoiden aufgebautes Rhomboeder 
muss dann nach Ebenen parallel den Rhomboederflächen zer- 
brechen, weil sich dabei jedes Sphäroid der einen Schicht 
nur von dreien der Nachbarschicht trennt, von welchen es 
sogar nur eins mit der abgeplatteten Oberfläche, die beiden 
anderen dagegen nur mit den Rändern berührt. Als weiteren 
Beweis seiner Ansicht führt er die grössere Härte beim Hinab- 
ais beim Herauffahren längs der kurzen Rhombendiagonale 
an. Während im ersteren Fall das Messer glatt hinüber- 
gleitet, fasst es im zweiten die Sphäroide von unten „bei- 
nahe wie die Schuppen eines Fischs". 



1) Traite de la lumi^re. Leyde 1690. 4^ p. 92—96. Dann in Opera 
reliqua. Amstelod. 1728: De lumine. Cap. V. p. 70. 
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Huygens' Ideen scheinen keinen fruchtbaren Boden bei 
seinen Zeitgenossen gefunden zu haben, denn es vergingen 
mehr als zwei Menschenalter, bis — in der zweiten Hälfte 
des vorigen Jahrhunderts — die Frage nach der Krystall- 
struktur von Neuem, und augenscheinlich unabhängig von 
allen Vorgängern, aufgenommen wurde; und zwar wieder im 
Anschluss an die Spältungsbeobachtungen beim Kalkspath. 
So sagt C. F. G. H. Westfeld ^) bei der Beschreibung der 
verschieden gestalteten Kalkspathkrystalle: „Alle Spathkry- 
stalle lassen sich aus rautenförmigen Stücken zusammen- 
setzen, oder vielmehr die Natur setzt sie wirklich daraus 
zusammen; folglich ist die Hauptursache der Bildung bei 
allen einerlei. Nun fragt es sich nur, waruin sich die rauten- 
förmigen Krystalle in Krystalle von einer anderen Bildung 
zusammensetzen ? " 

Etwa gleichzeitig gelang es J. 6. Gähn, einem Schüler 
Torbern Bergmans, aus dem Kalkspathskalenoeder einen rhom- 
boedrischen Kern herauszuschälen. An diese Beobachtung 
scheint Bergman^) seine theoretischen Entwickelungen an- 
geschlossen zu haben. Weil sich nämlich aus allen, auch 
noch so verschieden gestalteten Kalkspathkrystallen dasselbe 
ßhomboeder herausspalten lässt, so nahm er an, sie ent- 
ständen sämmtlich durch Aufschichtung von rhomboedrischen 
Grundkörpern; diese Vorstellung erläutert er durch Zeich- 
nungen, deren eine z. B. das gewöhnliche Kalkspathskalenoeder 
aus lauter kongruenten, parallel aneinanderliegenden kleinen 
Rhomboedern aufgebaut zeigt. Auch die Gestalten des Tur- 
malins, Granats, Schwefelkieses, Hyacinths, Harmotoms und 
einiger Salze lässt er aus ähnlichen Grundkernen in ähn- 
licher Weise entstehen. 

Wenn hiermit auch schon wesentliche Grundlagen zur 
Aufstellung einer Theorie der Krystallstruktur gewonnen 
waren, so ist eine solche in allgemeinster, das ganze Reich 
der Krystalle umfassender Weise doch erst von Rene Just 



1) Mineralogische Abhandlungen. Stück 1. Göttingen u. Gotha. 
1767. 8<». 

2) Variae crystallorum formae a Spato ortae, in den Nov. Acta 
Reg. Soc. Sc. Upsal. Vol. I. 4". 1773. Hier auf pag. 9 not. die Nach- 
richt von der Gahnschen Beobachtung. Ferner: De formis crystallo- 
rura, in Opusc. Vol. II. Ups. 1780. 
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• 

Haüy^) entwickelt worden, so dass dieser als der eigentliche 
Begründer dieses Zweiges der Wissenschaft angesehen werden 
muss. Es lässt sich kaum feststellen, inwieweit seine Ideen 
durch die Arbeiten Bergmans beeinflusst worden sind; der Ein- 
fluss darf jedenfalls nicht allzu gering angeschlagen werden,^) 
wenn auch, wie Haüy selbst erzählt,^) die nächste Ver- 
anlassung zur Entwicklung seiner Ideen eine in seinem Be- 
sitz befindliche sechsseitige Kalkspathsäule mit geraden End- 
flächen gewesen ist, die schräg abgebrochen war, so dass 
eine spiegelnde Rhomboederfläche zum Vorschein kam. 

Die bei einem Kalkspathkrystall sich gleichsam von selbst 
darbietende Vorstellung, dass er aus kongruenten, parallel 
nebeneinander liegenden Rhomboedern aufgebaut sei, verall- 
gemeinerte Haüy und dachte sich überhaupt jeden Krystall aus 
Reihen parallel nebeneinander liegender kongruenter Molekeln 
von parallelepipedischer Gestalt zusammengesetzt. Von dieser 
Grundanschauung aus Hessen sich dann sämmtliche mögliche 
Krystallformen einer Substanz konstruiren. In welcher Weise 
Haüy hierbei verfuhr, mag an einem Beispiel verfolgt werden. 
Gegeben sei ein Würfel, der aus lauter kongruenten, lückenlos 



1) Die früheste hergehörige Abh. fällt in das Jahr 1781, nämlich 
im Journ. de Phys. Mai 1782. p. 3G6: Extrait d'im Mem. s. 1. structure 
des cristaux, approuve par l'Acad. Roy. d. Sc. le 21 Fevr. 1781. Dann 
Journ. d. Phys. Juillet 1782. p. 33: M^m. s. 1. structure des spaths 
calcaires. 22 Dec. 1781. Andere hergehörige Schriften sind: Essai 
d'une Theorie s. 1. structure des cristaux. Paris 1784. 8®. Traite de 
Cristallographie. 2 vol. in 8^ avec Atlas in 4^ Paris 1822. Traite de 
Mineralogie. See. ädit. Paris 1822. 

2) Essai d'une theorie etc. p. 39: Dans le temps, oü je commen- 
9ai8 ä me livrer ä l'^tude de la structure des cristaux, j'ai eu occasion 
de lire un M^m. de M. Bergman sur la cristallisation, qui se trouve 
parmi ceux de TAcad. d'üpsal pour l'ann^e 1779. Im Traitd de Mindral. 
(1822) I. p. 15, Anmerkung, heisst es: TAcad^mie des Sciences avait 
däjä connaissance de mes premiers essais lorsqu'elle re9ut le Mäm. de 
Bergman, qui me fut communique, comme ^tant propre ä m'intäresser 
par le rapport qu'il avait avec mon travail. 

3) Essai d'une theorie etc. p. 10: „üne Observation que je fis sur 
le spath calcaire en prisme ä six plans, terminä par deux faces exa- 
gones, me sugg^ra Tidde fondamentale de toute la theorie dont il 
s'agit. J'avois remarqu^ qu'un cristal de cette varietd se trouvoit cassd 
obliquement, de maniere que la fracture präsentoit une coupe nette, et 
qui avoit ce brillant, auquel on reconnoit le poli de la Nature," Aehn- 
liche Aeusserung im Traite de Cristall. I. p. 32. 
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neben- und aufeinandergeschicliteten parallelen Würfelchen 
aufgebaut sei. Legt man nun auf alle Seitenflächen des Wür- 
fels Schichten und immer neue Schichten jener kleinen Würfel, 
so jedoch, dass jede folgende Schicht an jedem ihrer 4 Ränder 
um eine Molekelreihe schmaler als die Torhergehende Schicht 
ist, so findet sich dadurch schliesslich auf jede Würfelfläche 
eine vierseitige Pyramide mit treppenförmigen Flächen auf- 
gesetzt. Weil nun hierbei die in einer ursprünglichen Würfel- 
kante zusammenstossenden Seiten zweier Nachbarpyramiden 
in eine Ebene fallen, so ist hierdurch das Rhombendodekaeder 
abgeleitet. Aendert man bei dieser Construktion nur das 
eine, dass man jede folgende Schicht an jedem ihrer Ränder 
um zwei Molekelreihen schmaler macht als, die vorhergehende 
(oder um drei, vier u. s. f.), so entsteht statt des Rhomben- 
dodekaeders ein Pyramidenwürfel. — Analog wie hier be- 
wirkt Haüy in allen Fällen die Ableitung der Krystallformen 
auseinander durch Operationen mit parallelepipedischen Mo- 
lekeln, deren reihenweises Weglassen er mit dem Namen 
Dekrescenz oder Subtraktion bezeichnet, und die daher selber 
subtraJctive Molekeln genannt werden. 

Indess muss man nicht meinen, dass Haüy in allen Fällen 
diese subtraktiven Molekeln für die wirklichen kleinsten Bau- 
steine der Kry stalle oder, wie er sich ausdrückt, für die 
integrirenden Molekeln gehalten hat, welche nicht weiter ge- 
theilt werden können, ohne bereits in die verschiedenen 
chemischen Atome zu zerfallen. Beim Kalkspath freilich und 
bei allen den Substanzen, die durch Spaltung nur in Parallel- 
epipeden zerfallen, decken sich beide Begriffe. In andern 
Fällen aber verhält es sich anders. Beim Turmalin z. B., der 
parallel den Flächen eines Rhomboeders und zugleich, wenn 
auch undeutlicher, parallel denen einer sechsseitigen Säule 
Spaltbarkeit besitzt, zerfallen die Rhomboeder noch weiter in 
je 6, nicht reguläre, Tetraeder, indem nämlich jede der 
6 Säulenflächen durch die Hauptaxe und je eine Randecke 
des Rhomboeders gelegt wird. Diese Tetraeder nimmt Haüy 
als die integrirenden Molekeln; sie befinden sich, wie maÄ 
bemerkt, nicht sämmtlich in paralleler Lage. Aber als sub- 
traktive Molekeln zur Ableitung der verschiedenen möglichen 
Formen dieser Kry stallreihe dienen ihm auch hier die parallel 
nebeneinander befindlichen Rhomboeder. 
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Besondere Schwierigkeiten verursachten ihm Krystalle 
mit oktaedrischer Spaltbarkeit (z. B. Flussspath). Denn bei 
solchen war es nicht mehr möglich, die integrirenden Mole- 
keln lückenlos nebeneinander zu denken, wie in allen übrigen 
Fällen; sondern sie mussten hier entweder, wenn sie oktae- 
drisch gestaltet angenommen wurden, mit tetraedrischen 
Zwischenräumen aufgeschichtet gedacht werden, oder, bei 
tetraedrischer Gestalt, mit oktaedrischen Zwischenräumen. In- 
dessen benutzte er als subtraktive Molekel auch hier ein 
Rhomboeder, das jedoch nicht homogen, sondern nur zum 
Theil massiv, zum Theil aber leer war, indem es nämlich 
aus einem Oktaeder mit je einem diesseits und jenseits an- 
gesetzten regulär- tetraedrischen Hohlkörper, oder aus jenem 
hohl gedachten Oktaeder mit angesetzten massiven Tetra- 
edern bestand. 

Besonders wichtig für unsere Betrachtung ist Haüys aus- 
drückliche Erklärung,^) die Dekrescenzm entständen immer 
durch Beihen von Parallelepipeden, auch wenn die integrirenden 
Molekeln andere Gestalt hesässen, und es sei für die Krystallo- 
graphie von geringer Wichtigkeit zu wissen, ob die subtrak- 
tive Molekel (d. i. also die krystallographische Einheit) schon 
selbst integrirende Molekel oder noch aus anders geformten 
integrirenden Molekeln zusammengesetzt sei.^) 

Gegen Haüys Theorie lassen sich hauptsächlich drei Ein- 
wände erheben: Erstens erweist sie sich bei genauerer Be- 
trachtung als willkührlich. Denn wenn sie auch, so lange 
sie auf Krystalle mit parallelepipedischer Spaltbarkeit an- 
gewandt wird, aus den Thatsachen abstrahirt erscheint, so 
ist dies doch nicht mehr der Fall bei der Anwendung auf 
solche Krystalle, welche entweder andere Spaltbarkeit be- 
sitzen, oder denen eine deutliche Spaltbarkeit überhaupt ab- 



1) Vgl. z. B. Abriss der Theorie der Struktur der Krystalle. In 
Grens Journal d. Phys. Bd. 2. 1795. pag. 451 unten. 

2) Während Haäy die polyedrische Gestalt der Molekeln ohne Wei- 
teres annahm, glaubte J. J. Prechtl (Gehlens Journ. f. Phys., Chem. 
u. Min. VII. 1808: Theorie der Krystallisation) dieselbe dadurch er- 
klären zu können, dass er sich die Molekeln der flüssigen Substanz im 
Momente der Krystallisation als weiche Kugeln dachte, die beim Zu- 
sammentritt durch die gegenseitige Pressung sich zu Würfeln u. s. w. 
umgestalteten. 
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geht. Namentlich in Bezug auf letztere herrscht grosse Un- 
bestimmtheit und Willkür bei der Festsetzung der Gestalt 
der subtraktiven Molekel. — Weil nun der Theorie auch kein 
allgemeiner axiomartiger Satz zu Grunde liegt, der entweder 
selbstverständlich oder doch wegen seiner Einfachheit oder 
aus sonstigen Gründen plausibel wäre, so lässt sie sich von 
Willkür nicht frei sprechen. — Ein zweiter Vorwurf trifft 
den Begriff der subtraktiven Molekel. Dieselbe hat nämlich 
zwar eine bestimmte geometrische, aber keine konsequent 
festgehaltene physische Bedeutung; bald ist sie die wirkliche 
physische, bald nur eine zu Konstruktionen bequeme geo- 
metrische Einheit. — Auf eine andere Inkonsequenz bezieht 
sich der dritte Einwand. Wie erwähnt, müssen bei den 
oktaedrisch spaltbaren Krystallen zwischen den integrirenden 
Molekeln leere Zwischenräume angenommen werden, was sonst 
bei keinem Krystall vorausgesetzt wird. Diese Eigenthüm- 
lichkeit des Baus verräth sich aber durch keine sonstige Eigen- 
schaft; also ist sie überhaupt höchst unwahrscheinlich. 

Von den beiden letztgenannten Mängeln befreite L. A. 
Seeber,^) Prof. der Physik zu Freibürg i. B., die Haüysche 
Theorie vermittelst einer geringen Umgestaltung. Anstatt 
Haüys einander berührender Molekeln substituirte er nämlich 
in deren Mitte andere, die er so klein dachte, dass sie die 
zur Erklärung der Ausdehnbarkeit und Zusammendrückbar- 
keit der festen Körper nothwendigen Abstände erhielten; ihre 
Gestalt nahm er kugelförmig an. Bei dieser Substitution 
bleibt die Haüysche Erklärung der Formen und der Spal- 
tungsflächen der Kry stalle im Wesentlichen bestehn, nur er- 
fährt sie in manchen Fällen eine beträchtliche Vereinfachung. 
„Denn (1. c. pag. 244 — 245) substituirt man bei denjenigen 
Substanzen, wobei Haüy zur Erklärung der natürlichen Tren- 
nungsflächen prismatische und tetraedrische molecules integran- 
tes annimmt, die neuen kleineren Atome nicht anstatt dieser, 
sondern anstatt der parallelepipedischen molecules soustrac- 
tives, so lassen sich doch nach allen Richtungen der natür- 
lichen Trennungsflächen Ebenen, welche kein Molekül schnei- 
den, durch die von ihnen gebildeten Systeme legen, und mithin 



1) Versuch einer Erklärung des Innern Baus der festen Körper. In 
Gilberts Annalen d. Phys. 1824. Bd. 76. p. 229—248. 



§ 2. Historiflche Einleitung. 13 

diese Flächen sich ebensogut erklären, als wenn man die 
neuen Atome anstatt der molecules integrantes substituirt 
hätte. Man braucht daher den neuen sich nicht berührenden 
Atomen keineswegs die verschiedenen, zum Theil kompli- 
cirten, Stellungsarten zu geben, die sie durch eine beständige 
Substitution anstatt seiner molecules integrantes erhalten 
würden, sondern nur die einzige einfache, die sie dadurch er- 
halten, dass man sie in allen Fällen anstatt der molecules 
soustractives substituirt. Wir werden diese Stellungsart die 
parallelepipedische nennen.^' 

Unabhängig von Seeber, dessen Abhandlung wenig Be- 
achtung gefunden zu haben scheint, gestaltete fast zwei Jahr- 
zehnte später G. Delaf osse,^) ein Schüler Haüys, die Theorie 
in derselben Weise um. Indem er die Krystallmolekeln ein- 
fach als materielle Punkte ansah, d. h. indem er nur ihre 
Schwerpunkte in Betracht zog, und gleich Haüy von der 
fundamentalen Thatsache der Spaltbarkeit ausging, argumen- 
tirte er folgendermassen : 

Wenn ein Krystall Spaltbarkeit paiiallel einer gewissen 
Ebene besitzt, so heisst das: es ist von jeder beliebigen Stelle 
aus möglich, eine Spaltungsebene parallel jener Ebene her- 
vorzurufen. Daraus folgt, dass die Massenpunkte auf lauter 
Ebenen, parallel dieser Ebene, vertheilt sind, welche man 
natürlich in gleichen Abständen voneinander zu denken hat. — 
Wenn nun noch eine zweite Spaltbarkeit parallel einer an- 
deren Ebene vorhanden ist, so schliesst man ebenso, dass 
die Massenpunkte auch auf dieser Schaar von parallelen Ebenen 
angeordnet sind; doch ist der Abstand je zweier Nachbar- 
ebenen dieser Schaar im Allgemeinen verschieden von dem 
Abstände der vorigen Schaar zu denken. Hiernach können 
die Massenpunkte nur längs geradliniger Reihen, parallel der 
Schnittlinie beider Spaltungsebenen, vertheilt sein. — Besitzt 
schliesslich der Krystall noch eine dritte Spaltbarkeit, so 
müssen die Massenpunkte auch noch auf äquidistanten Ebenen 
parallel dieser dritten Spaltungsebene angeordnet sein. Folg- 
lich sind die Massenpunkte in der Weise gleichförmig im 

1) Recherches s. 1. cristallisation consideree soiis les rapports phy- 
siqußs et math^matiqnes. In den Mäm. pr^sent^s par divers savants a 
l'academ. roy. d. scienc. de l'Inst. d. France. T. 8. Paris 1843. (Mem. 
des savants ^trangers.) 
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Baume vertheilt, dass sie in den SchnittjmnJcten dreier Züge 
von je parallelen äqiiidistanten Ebenen liegen, also ein räum' 
liehes Netz mit parallelepipedisclien Maschen (ein Baumgitter) 
bilden. Diese Anordnung macht dann auch das Vorhanden- 
sein noch anderer als der 3 zur Ableitung benutzten Spal- 
tungsrichtungen verständlich. Indessen ist ersichtlich^ dass 
diese Ableitung der Struktur ihren Dienst bei denjenigen 
Kry stallen versagt ^ welche nicht nach 3 verschiedenen Ebenen 
spaltbar sind. 

Bedenkt man^ dass schon Haüy seine subtraktive Molekel 
wesentlich als geometrische Einheit; ohne Bücksicht auf ihre 
physische BeschaflPenheit anwendet, und dass Delafosse und 
Seeber nichts anderes gethan haben, als die parallelepipe- 
disch gestaltete subtrß-ktive Molekel Haüys durch ihren Mittel- 
punkt, resp. durch eine kleine ihn umgebende Kugel zu er- 
setzen, so muss man anerkennen, dass die Haüysche Theorie 
hierdurch ganz im Geiste ihres Begründers fortgebildet worden 
ist und dabei wesentlich an Konsequenz und Einfachheit ge- 
wonnen hat. 

Auf scheinbar anderem Wege wurde eine Umgestaltung 
der Haüyschen Theorie von WoUaston angebahnt und von 
Dana konsequent durchgeführt; doch ist das Besultat im 
Wesentlichen nicht verschieden von dem eben auseinander- 
gesetzten. Will. Hyde Wollaston^) knüpfte an den dritten 
der erwähnten schwachen Punkte von Haüys Theorie an, 
wonach bei oktaedrisch spaltbaren Krystallen die tetraedri- 
schen Molekeln mit oktaedrischen Hohlräumen wechseln (oder 
umgekehrt). Er weist darauf hin, dass die Molekeln, welche 
sich hier nur mit den Kanten berühren, nicht in stabilem 
Gleichgewicht sein können. Daher setzt er bei diesen Krystallen 
die Elementartheilchen als gleiche Kugeln voraus, die durch 
gegenseitige Anziehung diejenige Anordnung angenommen 
haben, welche sie einander so nah als möglich bringt. Legt 
man auf 3 gleiche sich berührende Kugeln eine gleiche vierte, 
die vorigen berührend, so bestimmen die 4 Kugelcentra ein 
reguläres Tetraeder. Stellt man aber in einer Ebene 4 Kugeln 
zu einem Quadrat zusammen, und setzt dann mitten auf und 



1) Phil. Transact. 1813. p. 51—63, On the elementary Particles 
of certain crystals. 
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mitten unter diese 4 je eine Kugel, so entsteht ein Oktaeder. 
Durch Zufögung je einer Kugel auf einem Paar entgegen- 
gesetzter Seiten dieses Oktaeders entsteht ein scharfes Rhom- 
boeder. In der That ist der in dieser Weise weitergebaute 
Kugelhaufen völlig geeignet, die Struktur der oktaedrisch 
spaltbaren Krystalle darzustellen. Wichtig ist WoUastons 
Bemerkung, man könne statt der Kugeln auch einfach mathe- 
matische Punkte annehmen, begabt mit ringsherum gleich 
wirkenden anziehenden und abstossenden Kräften, so dass 
ihre Ausdehnung nur virtuell kugelförmig sei; denn aus der 
Vereinigung solcher Theilchen gingen dieselben Formen her- 
vor, wie aus denjem'gen undurchdringlicher Kugeln. Wirklich 
bilden die Kugelcentra des obigen Kugelhaufens ein Raum- 
gitter, das wir nachher als das oktaedrische kennen lernen 
werden. — Wie WoUaston zunächst auf den alten Hoofceschen 
Gedanken der kugelförmigen Krystallelemente zurückgekommen 
war, den er freilich selbstständig von Neuem gefunden hatte, 
so gelangte er weiter auf die Huygenssche Vorstellung von 
dem Bestehn des Kalkspaths aus aneinanderliegenden flachen 
Rotationsellipsoiden. Sodann nahm er für die hexagonalen 
Prismen des Berylls und anderer Mineralien verlängerte Ro- 
tationsellipsoide als Elementartheile an. Zur Versinnlichung 
der Struktur kubisch spaltbarer Krystalle endlich dachte er 
sich 2 Arten gleich grosser Kugeln (z. B. schwarze und weisse) 
so gelagert, dass die abwechselnden Ecken eines Würfels von 
Kugeln erster Art, die zwischenliegenden Ecken von Kugeln 
der zweiten Art eingenommen werden; beide Kugelarten bilden 
dann 2 durcheinander gesteckte Tetraeder, entsprechend dem 
hemiedrischen und pyroelektrischen Verhalten mancher Wür- 
felkrystalle. 

Auch Dav. Brewster^) theilte die Ansicht von der sphä- 
roidischen Gestalt der Elementartheilchen der Krystalle, ohne 
indessen diesen Gedanken specieller auszuführen. Denn er 
beabsichtigte nicht sowohl, die Struktur der verschiedenen 
Krystalle zu verfolgen, als vielmehr die Entstehung der Doppel- 
brechung der Krystalle aus dem gegenseitigen Druck der 



1) Phil. Transact. for 1830. London. On the production of regulär 
double refraction in the molecules of bodies by simple pressure, etc. 
p. 87—95. 
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Theilchen abzuleiten (und zwar nach Analogie der Beobach- 
tung, dass ein Tropfen eines Wachs- und Harzgemisches^ den 
man plattdrückt, völlig das Verhalten einer senkrecht zur 
optischen Axe geschnittenen, einaxigen positiven Krystall- 
platte zeigt). 

Während WoUaston die Ersetzung von Haüys parallel- 
epipedischer subtraktiver Molekel nur in einigen Fällen aus- 
geführt hatte, so verfolgte nach ihm James D. Dana^) 
denselben Weg weiter und ersetzte das Haüysche Parallel- 
epiped'in allen Fällen durch das in dasselbe eingeschriebene 
EUipsoid. Dies geschieht so. Verbindet man die Mittelpunkte 
je zweier Gegenseiten eines Parallelepipeds durch eine Ge- 
rade, so halbiren sich diese 3 Geraden im Mittelpunkt, und 
jede durch je 2 von ihnen bestimmte Ebene ist parallel einem 
Paar Parallelepipedflächen. Diese Linien nun, als konjtigirte 
Durchmesser eines Ellipsoids angesehn, bestimmen dasselbe 
völlig; es hat die Eigenschaft, die Parallelepipedflächen in ihren 
Mitten zu berühren, da ja die durch einen Endpunkt des 
einen von 3 konjugirten Durchmessern an das EUipsoid gelegte 
Tangentialebene den beiden anderen Durchmessern parallel 
ist. Das so in das Parallelepiped eingeschriebene EUipsoid 
betrachtet Dana als die subtraktive Molekel, die nun in der 
Haüyschen Art zur Ableitung der verschiedenen Gestalten 
einer Kry stallreihe dient, und die jetzt gleichzeitig identisch 
mit der integrirenden Molekel ist. — Die konjugirten Durch- 
messer sind zugleich die krystallographischen Axen, und je 
nach ihrem Längenverhältniss und ihren Winkeln werden 
8 Hauptformen der Molekel unterschieden.^) Zur Erklärung 
der Aneinanderlagerung dieser Molekeln zu einem Krystall 
wird angenommen, die Anziehung einer Molekel sei am 

1) Silliman American Journal. Ser. I. vol. 30. 1836. p. 275 u. 296: 
On the formation of Compound or Twin crystals. Ser. IL vol. 4. p. 364 
(1847) und vol. 5. p. 100 (1848): On certain laws of Cohesiv Attraction 
(as illustradet by crystals). In den älteren Auflagen seines System of 
Mineralogy (z. B. in der dritten, 1850) finden sich seine Ansichten 
ebenfalls entwickelt; in den neueren nicht mehr. 

fAlle 3 gleich. Würfel. 



2) 1) Alle 3 konjug. Durch- 
messer senkrecht (iden- 
tisch mit den Ellipsoid- 
hauptaxen). 



Nur 2 gleich. Grades quadrati- 
sches Prisma. 

Alle 3 ungleich. Grades rektangu- 

läres Prisma. 
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stärksten au den Enden der konjugirten Durehmesser; die 
Wirkung dieser Durchmesser sei polarisch, so dass die gleich- 
namigen Enden sich abstossen, die entgegengesetzten sich 
anziehn; jedoch sollen nur die homologen konjugirten Durch- 
messer aufeinander wirken. Diese Hypothesen drücken nichts 
anderes aus als den Satz: Bei der Erystallisation gruppirt 
jede Molekel 6 andere in paralleler Stellung um sich und 
wird von ihnen in den Endpunkten dreier konjugirten Durch- 
messer berührt. — Ebenso kann der Versuch zur Erklärung 
der Bildung von Sekundärflächen kaum für mehr als eine 
Umschreibung der Thatsachen gelten. 

Eben dies gilt von einem auf derselben Vorstellung 
ellipsoidischer und polar wirkender Molekeln beruhenden Ver- 
such ßob. T. Försters,^) der die Haüysche reihenweise De- 
krescenz durch das ünwirksamwerden der freien Pole bei den 
Molekeln der äussersten Reihen erklärte, ohne indessen für 
dieses ünwirksamwerden wirklich zwingende Gründe beizu- 
bringen. 

Sieht man von Danas mechanischem Erklärungsversuch 
ab, und beachtet nicht sowohl die Gestalt der Molekel, deren 
Annahme als Ellipsoid doch sehr willkürlich ist, als vielmehr 
nur die gegenseitige Lage ihrer Centra, so findet man letztere 
mit der Lage der Massenpunkte in der Seeber-Delafosse'schen 
Vorstellung identisch; denn dort wie hier sind es nur die 
Mittelpunkte von Haüys subtraktiven Molekeln, die allein in 
Betracht gezogen werden. — Somit führen alle von verschie- 
denen Seiten her unternommenen Fortbildungen der Haüy- 
schen Theorie im Grunde zu demselben Ergebniss: nämlich 



2) 1 Durchmesser senkrecht f„ ., , . « ^^ , , . , 

auf den 2 anderen, die Beide schiefen Durchmesser gleich. 

einen schiefen Winkel I ^ ?,^^^« J^^°^^'??^^\P"«°^^- 
einschliessen. (Erstererl ^^^f . ^''^^f'^ Durchmesser un- 
ist eine Ellipsoidhaupt- l^^^^^' ^^*^?« rhomboidisches 
axe.) V ^"^°^^- 

(Alle 3 gleich. Rhombo^der. 
Nur 2 gleich. Schiefes rhombi- 
sches Pnsma. 
Alle 3 ungleich. Schiefes rhomboi- 
dischcs Prisma. 
1) Phil. Magaz. 4 ser. vol. X. 1866. p. 108. On the molecular 
Constitution of crystals. 

Sohncke, Kry stall struktur. 2 
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zur paralklepipedisclien Anordnung cler Mitteljninkte der Kiy- 
Stallelemente. 

Der nächste Schritt, der bei Annahme dieser verbesserten 
Haüy sehen Theorie zu thun war, und der, schon vor Ver- 
öffentlichung von Danas und Delafosses erwähnten Abhand- 
lungen, von M. L. Frankenheim gethan wurde, war die 
geometrische Untersuchung der verschiedenen möglichen Gat- 
tungen von Raumgittern, um festzustellen, ob dieselben mit 
den verschiedenen von der Natur dargebotenen Krystalltypen 
übereinstimmen. Frankenheim ^) machte zunächst nur sein 
Resultat, ohne Andeutung eines Beweises, bekannt, weil er 
sich damals „mit der Annahme von Theilchen, die durch 
Zwischenräume getrennt sind, nicht befreunden konnte;" es 
lautete dahin, dass es nur 15 verschiedene netzartige (d. h. 
raumgitterartige) Anordnungen von Theilchen geben könne, 
und dass dieselben mit den von Frankenheim aus dem äusseren 
Habitus und der Spaltbarkeit abstrahirten 15 Grundformen 
der Erystalle übereinstimmten. Dies Resultat ist indess nicht 
ganz richtig. Denn es giebt, wie später A. Bravais*) in 
einer musterhaften geometrischen Untersuchung gezeigt hat, 
nur 14 Hauptarten von Raumgittern, die sich in 7 durch 'ihre 
Symmetrie unterschiedene Abtheilungen bringen lassen.^) 



1) „Die Lehre von der Cohäsion." Breslau 1835. p. 311 u. 312. 
Sodann eingehender im „System der Crystalle", in den Nova Acta 
Acad. Caesareae Leopoldino-Carolinae Naturae Curiosomm. 1842. T. 19. 
Abth. 2. p. 471—660. 

2) M^m. s. 1. syst, formes par d. points distribn^ regoli^rement 
sur un plan ou dans Tespace, im Journal de Tecole polytechn. T. 19. 
Paris 1860. p. 1—128. Dasselbe in dem Sammelwerk: ßtudes crystallo- 
graphiques. Paris 1866. 4^ 

3) Erst nach Bravais veröffentlichte Frankenheim auch seine Ab- 
leitung („Die Anordnung der Moleküle im Krystall.** Poggend. Ann. d. 
Phys. 97. 1856. p. 337 — 382), bei der er nun ebenfalls nur 14 Anord- 
nungen auffuhrt, „weil er es jetzt zweckmässiger finde, im monoklini- 
schen System zwei der früher angenommenen Unterabtheilungen zu- 
sammenzufassen". Bravais hatte aber in seiner Abhandlung (1. c. p. 97 
Anmerk.) ausdrücklich darauf hingewiesen , dass jene beiden Franken- 
heimschen Anordnnngsarten identisch seien. Frankenheims Ableitung 
ist übrigens nicht hinreichend streng, und steht an Klarheit und An- 
schaulichkeit der Bravais'schen nach. — Von einem rein mathematischen 
Gesichtspunkte aus haben sich mit den Raumgittern auch noch be- 
schäftigt: 
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Zum Verständniss dieser Eintheilung der Raumgitter ist 
es nöthig, einige Bemerkungen vorauszuschicken. Der Grad 
der Symmetrie eines Raumgitters lässt sich auf 2 Arten an- 
geben: entweder durch Aufzählung seiner Symmetrieaxen (so 
verfährt Bravais), oder seiner Symmetrieebenen. ^) 

Unter einer Symmetrieaxe verstellt man eine solche Ge- 
rade j um welche man ein geometrisches Gebilde um einten ge- 
wissen Winkel drehen muss, wenn jeder vorher besetzt gewesene 
Punkt des Raums wieder mit einem Punkt des Gebildes besetzt 
sein soll. Die Axe heisst n- zählig (oder ,,von der Ordnungs- 
zahl w", na^h Bravais), wenn der kleinste, die Deckung herbei- 
führende, Winkel gleich dem n-ten Theil der vollen Umdrehung, 

d, h. = — , ist, 

Symmetrieebene ist eine Ebene, die ein geometrisches 
Gebilde so theilt, dass die eine Hälfte das Spiegelbild der 
anderen ist. 

Nun lässt sich leicht beweisen, dass in einem Raum- 
gitter das Vorhandensein einer geradzahligen Symmetrieaxe 
(n = 2, 4, 6), die Existenz von senkrecht zu ihr liegenden 
Symmetrieebenen nach sich zieht, und umgekehrt. Daher 
würde es genügen, entweder nur das Vorhandensein und die 
Zähligkeit (d. h. den Werth von n) von Symmetrieaxen, oder 
nur die Zahl und Lage der vorhandenen Symmetrieebenen 
als Eintheilungsgrund für die Raumgitter zu benutzen. Trotz- 
dem füge ich, weil es nachher gebraucht wird, der Charakte- 
ristik durch Symmetrieaxen immer auch noch diejenige durch 
Symmetrieebenen [in Klammem] bei. — Weil immer nur 
von grenzenlos ausgedehnten Raumgittern die Rede ist, so 
wird unter einer Symmetrieaxe oder -Ebene immer eine Schaar 
unendlich vieler paralleler Axen oder Ebenen verstanden. 

Zur Schilderung eines Raumgitters genügt die Angabe 
der Gestalt des kleinsten, durch 8 nächstbeisammenstehende 



P. Lejeune-Dirichlet: Ueb. d. Reduktion der posit. quadr. Form 
U.S. f. in Crelle's Journal 40 p. 209 fF.; und Herr E. Selling: Des 
formes binaires et temaires im Joum. de Math. 3 s^r. t. 3. 1877. 
p. 21 ff. 

1) So verfuhr ich bei einer etwas vereinfachten Ableitung der ver- 
schiedenen Gattungen von Raumgittern. Pogg. Ann. d. Phys. 132 p. 75. 
1867 „Die Gruppirung der Moleküle in den Krystallen**. 

04c 
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Gitterpunkte bestimmten Parallelepipeds (Elementarparallel- 
epipeds oder Kerns); doch empfiehlt es sich in einigen Fällen, 
der leichteren Anschaulichkeit wegen ^ die Raumgitterpunkte 
in anderer Weise in Gedanken zusammenzufassen. Alsdann 
wird (nach Bravais) unter einer c^ntrirten Figur eine solche 
verstanden^ deren Centrum mit einem Raumgitterpunkt be- 
setzt ist. 

Eintheilung der Raumgitter.') 

I. Keine Symmetrieaxe. [Keine Symmetrieebene]: Tri- 
Mines Krystallsystem. 

1 Unterabtheilung: 1) Anorduung nach schiefwinkeligen Par- 

allelepipeden (ohne eine der bei den 
folgenden Gittern vorkommenden Be- 
sonderheiten). 

IL Eine zweizählige Symmetrieaxe. [Senkrecht dazu 1 
Symmetrieebene]: Mondklines Krystallsyste^n. 

2) Anordnung nach klinorhombischen 
Säulen. 

3) Anordnung nach geraden Parallel- 
epipeden mit rhomboidischer Basis. 

IIL Drei aufeinander senlirechte zweizählige Symmetrie- 
axen. [3 aufeinander senkrechte Symmetrieebeijen , gehend 
durch je 2 Axen]: Bhombisdies Krystallsystem. 

^4) Anordnung nach geraden rhombi- 
schen Säulen. 

5) Dieselbe mit centrirten Säulen. 

6) Anordnung nach rechtwinkligen Par- 
allelepipeden. 

7) Dieselbe mit centrirten Parallelepi- 
peden. 

1) Ein Universalmodell der Raumgitter, welches durch Ver- 
änderung der Dimensionen und der Winkel alle 14 Hauptarten von 
Raumgittern zu veranschaulichen geeignet ist, ist vom Mechaniker 
Heckmann in Karlsruhe nach meinen Angaben konstruirt; es befindet 
sich im physikalischen Kabinet des Karlsruhej Polytechnikums; eine 
Beschreibung desselben in Carls Repertorium für Experimentalphysik etc. 
Bd. XII; kürzer beschrieben im Bericht über die Ausstellung wissen- 
schaftlicher Apparate im South Kensington Museum zu London 1876. 
Seite 942. ' 



2 Unterabtheilungen : 



i 



4 ünterabtheilungen : 



2 Unterabtheilungen: 
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IV. Eine dreizählige Symmetrieaxe und senkrecht auf 
ihr 3 zweizählige. [3 Symmetrieebenen, senkrecht zu den 
zweizähligen Axen]: lUiomboedrisdies Krystallsystem, 

1 ünterabtheilung: 8) Anordnung nach ßhomboedern. 

V. Eine vierzählige Symmetrieaxe und senkrecht auf ihr 
4 zweizählige. [5 Symmetrieebenen, gehend durch je 2 Axen]: 
Quadratisches Krystallsystem, 

9) Anordnung nach geraden quadra- 
tischen Säulen. 
10) Dieselbe mit ceutrirten Säulen. 

VI. Eine sechszählige Symmetrieaxe und senkrecht auf 
ilir 6 zweizählige. [7 Symmetrieebenen, gehend durch je 2 
AxenJ: Hexagonales Krystallsystem, 

1 Unterabtheilung: 11) Anordnung nach geraden regulär 

dreiseitigen Säulen. 

VII. Drei vierzählige, vier dreizählige und sechs zwei- 
zählige Symmetrieaxen, bezüglich gerichtet wie eines Würfels 
Kanten, Diagonalen und Verbindungslinien der Mitten zweier 
gegenüberliegenden Kanten. [9 Symmetrieebenen, senkrecht 
zu den vierzähligen und zweizähligen Axen]: Beguläres Kry- 
stallsystem. 

(12) Anordnung nach Würfeln. 

13) Anordnung nach centrirten Wür- 
feln. 

14) Anordnung nach Würfeln mit cen- 
trirten Flächen. 

N. B. Bei 13) ist das Elementarparallelepiped ein ßhom- 
boeder, von dem 2 Nachbarflächen einen Winkel von 120® 
einschliessen; bei 14) ist es ein Bhomboeder, das aus einem 
Oktaeder, mit 2, auf zwei Parallelflächen angesetzten, Te- 
traedern besteht. 

Es ist höchst bemerkenswerth, dass die Raumgitter genau 
in dieselben 7 ÄbtJieilungen verfallen, die man als Kry stall- 
Systeme aus der Erfahrung abstrahirt Jiat, so dass in vor- 
stehender Tabelle einer jeden der 7 ßaumgitterabtheilungen 
der Name des entsprechenden Krystallsystems beigesetzt 
werden konnte. Indessen darf man nicht übersehen, dass 
diese Uebereinstimmung doch keine ganz vollständige ist; sie 
findet nämlich nur zwischen den vollflächigen Krystallgestal- 



3 Unterabtheilungen : < 
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ten und den Raumgittern Statt, tväJirend soldie Syrnfnetrie- 
verluütnissey tvie sie den Halhflächnem eigimthilmlich sind^ hei 
den Baumgittern nidit vorkommen. Dies erhellt u. A. aus 
folgenden Beispielen: 

Die Halbflächner des regulären Systems (Tetraeder, Pen- 
tagondodekaeder u. s. f.) besitzen keine vierzähligen Sym- 
metrieaxen und auch nicht alle 9 Symmetrieebenen, wie die 
dem regulären Krystallsystem ^ entsprechenden Raumgitter, 
sondern nur 4 dreizählige und 3 zweizählige Symmetrieaxen, 
gerichtet wie die Diagonalen und Kanten eines Würfels; 
Symmetrieebenen hat das Tetraeder 6, je eine gehend durch 
eine Kante; das Pentagondodekaeder aber nur 3 aufeinan- 
der senkrechte. — Das Tetraeder des quadratischen Sy- 
stems hat keine vierzähligen Symmetrieaxen, sondern nur 3 
aufeinander senkrechte zweizählige; ferner nur 2 Symmetrie- 
ebenen, je eine gehend durch eine der 2 gleichen Kanten, 
welche die Grundlinien der das Tetraeder begrenzenden gleich- 
schenkligen Dreiecke bilden. — Das Tetraeder des rhombi- 
schen Systems hat gar keine Symmetrieebene, sondern nur 
3 aufeinander senkrechte zweizählige Symmetrieaxen; u. s. f. — 
Statt aus dieser Nichtübereinstimmung der Symmetrieverhält- 
nisse von halbflächigen Kry stallen und Raumgittern den 
Schluss zu ziehn, dass die Struktur der Halbflächner keine 
raumgitterartige sein könne, führt Bravais, ^) nach dem Vor- 
gänge von Delafosse,^) eine Hülfshypothese ein, derzufolge 
der halbflächige Charakter schon den Molekeln innewohnen 
solle, deren Schwerpunkte aber nichtsdestoweniger nach 
Raumgittern, wie bei den vollflächigen Gestalten desselben 
Krystallsystems, angeordnet seien. So denkt sich z. B. De- 
lafosse ein reguläres Tetraeder aus lauter kongruenten par- 
allelen Tetraederchen zusammengesetzt, deren Centra ein 
kubisches Raumgitter bilden. 

Wenn nun diese Hülfshypothese auch nicht als unzu- 
lässig erklärt werden kann, so trägt sie doch jedenfalls nicht 
dazu bei, den Hauptvorwurf gegen die Haüy-Bravais'sche Theo- 
rie zu entkräften, nämlich den, dass es wiUkürlieh sei, bei allen 



1) fitudes cristallographiques im Journ. de Tecole polytechn. T.20. 
Paris 1851. Auch in dem gleichnamigen Sammelwerk Paris 1866. 

2) Recherches s. 1. cristallisation etc. in Mem. des savants ^trangers. 
T. 8. Paris 1843. 
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Kry stallen ohne Ausnahme ^ — awcÄ iei den nicht paraUelepipe- 
disch spaltia/ren, und besonders hei den Halbflädinem, — die 
Struktur als raumgitterartig voransmsetisen. Warum sollte 
z. B. nicht eine derartige Anordnung der Molekelcentra in 
gewissen Krystallen möglich und sogar wahrscheinlich sein, 
bei der sie in einer Ebene die Ecken von lückenlos aneinan- 
derliegenden regelmässigen Sechsecken, wie Bienenzellen, bil- 
den?^) Und doch ist eine solche Anordnung bei Annahme 
der Raumgitterstruktur ausgeschlossen! 

Um dem Vorwurf der Willkür, der alle bisherigen Theo- 
rien der Krystallstruktur traf, zu entgehen, versuchte ich^) 
1867, aus einem an die Spitze gestellten, möglichst einfachen 
und selbstverständlichen Grundsatze alle überhaupt möglichen 
Strukturformen abzuleiten, nämlich aus dem Grundsätze, dass 
die Punhtvertheilung in einem unbegrenzt gedachten Jcrystallini- 
sehen Punkthaufen um jeden Massenpunkt dieselbe ist, wie um 
jeden anderen. Ich fand die Raumgitter als einzig mögliche 
Strukturformen für Krystalle, und dadurch schien die Haüy- 
Bravais^sche Theorie eine wesentliche Stütze erhalten zu 
haben. Indessen ist bei der Gewinnung dieses Resultats 
neben dem obigen Grundsatz noch eine zweite Voraussetzung 
unausgesprochen und gleichsam als selbstverständlich benutzt 
worden, nämlich die, dass alle Molekeln einander parallel 
liegen. Nur bei -Annahme beider Voraussetzungen stellt sich 
die Raumgitterstruktur als einzig mögliche heraus (vgl. Gap. 4). 
Die zweite Voraussetzung ist aber keineswegs selbstverständ- 
lich und enthält eine grosse Beschränkung. Man übersieht 
z. B. unmittelbar, dass bei der oben erwähnten bienenzellen- 
artigen Anordnung die einzelnen ein Sechseck bildenden Mole- 
keln nicht in paralleler Lage befindlich sind. 

Nun war schon 1863 (ohne dass es mir bekannt geworden 
war) von Herrn Chr. Wiener^) dieselbe Aufgabe in AngriflF 
genommen. Nach ihm ,, findet Begelmässigkeit in der Anord- 
nung gleicher Atome dann statt, wenn jedes Atom die anderen 



1) Vgl. z. B. Wittwer: Die Molekulargesetze. 1871. p. 108 u. 109, 
und Fig. 5 u. 6. 

2) Die Gruppirung der Moleküle in den Krystallen. In Poggend. 
Ann. 132. p. 76. 1867. 

3) Chr. Wiener: Grundzuge der Weltordnung. Leipzig u. Heidel- 
berg 1863. Zweite Ausgabe 1869. Erster Band: Atomenlehre p. 82flf. 
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ü» iiber(nni0mememekr Wn»', mm $ich yesieüi kat^ «. jl /'.-^ In- 
cfem nim Wiener die NebenaimalLine d^r ParallellageffTUi^ der 
Atome nkht maehte^ g^^^og e?§ fhnriy aas aemem Grundsätze 
nieht die Raningrtter aQdn, äondem aaek sock andere Stnik- 
toTformeii abxoleiteii^ ^ disus hiermit der erste FoHsekritt mber 
die Braxeais'seke Theorie hkmam gemadU vor. Bei Anonfaran;^ 
in einer Ebene ergab sieh, daas entweder .,idit gleicitlaofmde 
^eQnag üse Bedingtmg for üft regehnagsige Anofdnoii^ ist, 
bei wrieher alle Atome in nbereinstimmimder Weise den 
anderen gegenüberslelin Tdies giebt ein paraUelogramnuiti- 
sekes Neizj^ oder dass hoehstens 2 omgekeiirte Lagen mog- 
lieli sind, wobei jedes Sjätem mit 'dem anderen gleich und 
gleiehlaofend, aber gegm es Tersehob^i ist^: idies giebt 2 
kongruente ineinandergestellte paraüelogrammatiaehe Netze^ 
deren eines am 180'' gegen das andere gedreht ist). Bei 
AiEfenehang regelmissiger Sjsteme im Raum ergebm aeh 
znnaehst ^ Baomgitter. Wollte man nun in einem aus 
Atomen angebauten Raumgitter innerhalb jedes Elementar- 
pantüelepipeds an entsprechende Stellen noch je ein neues 
Atom stellen, so worde die Regelmässigkeit Terlangen, „daiss 
die Punkte des neuen Atoms mit den übereinstimmenden 
Punkten eines jeden der 4 zunäehststehenden Atome eben- 
missig liegen in Bezug auf je einen Ebenmissigkeitsponkt, 
d. h. in gerade entgegengesetzter Richtung ^eich weit Ton 
ihm entfernt. Dieses neue Atom ist aber dann mit den 
ersteren im Allgemeinen nieht zum Decken gleich, sondern 
nor spiegelbildlieh gleich.^ Also ist diese Anordnung fnr 
lauter koi^ruente Atome im Aligemeinen nicht mißlich. ^^Es 
gtebt aber Falle, in denen jene Ebenmässigkeit eines fünften 
Atoms gegen die 4 ersteren zugleich ein Decken in sich 
schhesst^ nämlich dann, wenn die Formen nach rerschiedenen 
Riehtungen hin die gleiche Ausbfldung haben, wie die Kry- 
stallformen der meisten Kirstallsysteme. In diesem Falle 
ist noch ein fünftes Atom Ton ganz gleicher und ebenmässig 
zu den 4 ersten gestellter Form möglich; dasselbe erzeugt 
dann ein zweites, mit dem System der ersteren kongruent^ 
und gleichlaufendes System, nur mit Terschiedener Stellung 
der Atome.^ Z. B. entsteht durch senkrechte Au&chichtuug 
Ton kongruenten ebenen Anordnungen der zweiten für die 
Ebene gefundenen Art eine solche neue raumliche Struktur- 
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form (nämlich das zweizählige Säulensystem des Capitel 5; 
§ 14 Nr. 1). Femer entsteht aus regulären Tetraedern, deren 
jedes 4 kongruente Tetraeder, Fläche gegen Fläche, aber mit 
verschränkten Kanten, rings um sich stehn hat, eine regel- 
mässige Anordnung (nämlich ein Specialfall des regulären 
Gegenschraubensystems zweiter Art. Vgl. Gap. 7, § 26, Nr. 5.). 
So war die Möglichkeit noch anderer Strukturformen 
ausser den Baumgittern von Wiener nachgewiesen. Doch 
verfolgte er die regelmässigen Anordnungen nicht weiter, so 
dass mit den von ihm angeführten die Mannigfaltigkeit aller 
überhaupt möglichen noch keineswegs erschöpft ist. Somit 
erwuchs für die Theorie der Krystallstruktur die Aufgabe 
einer systematischen Aufsuchung aller überhaupt möglichen 
regelmässigen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung. 
Die Lösung dieser Aufgabe verdankt man Herrn Camille 
Jordan;^) sie findet sich eingeschlossen in der Lösung eineä 
allgemeineren Problems aus der Geometrie der Bewegung. 
Im Eingange seiner Abhandlung spricht Jordan die von ihm 
zu behandelnde Aufgabe auf 2 Arten aus, nämlich: 

1) Alle möglichen Bewegungsgnippen zu bildeu. 

2) Auf alle möglichen Arten Molekularsysteme zu bilden, 
die in verschiedenen Lagen mit sich selbst deckbar 
sind; 

und er weist kurz nach, dass beide Fragen durch dieselbe 
Untersuchung ihre Beantwortung finden. Auch fügt er hinzu, 
das^ von dem zweiten Gesichtspunkt aus Bravais die wichtig-; 
sten Specialfälle behandelt und davon eine bemerkenswerthe 
Anwendung auf die. Krystallographie gemacht habe. Er 
selbst aber löst die Aufgabe als eine Bewegungsaufgabe, ohne 
die Resultate in die anschaulichere Ausdrucksweise der Geo- 
metrie zu übersetzen. Daher lässt seine Untersuchung keine 
unmittelbare Anwendung auf die Theorie der Krystallstruktur 
zu. Dazu kommt, dass von den 174 von ihm ermittelten 
Bewegungsgruppen, — wie mich 1875 eine genaue Durch- 
arbeitung seiner Resultate gelehrt hat,^) — mehr als 100 ohne 

1) Memoire snr les groupes de mouvements. In Brioschi e Cre- 
mona: Annali di Matematica. Ser. II. T. IL 1868/69 Milano. p. 167—216 
und 322—345. 

2) Die unbegrenzten regelm. Punktsysteme als Grundlage einer 
Theorie der Krystallstruktur. Karlsruhe. Braun. 1876. (Aus den Verh. 
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Beziehung zu der Theorie der Krystallstruktur sind, nämlich 
erstens die Gruppen mit unendlich kleinen Bewegungen, weil 
diese kontinuirlichen Raumgehilden und nicht Systemen diskre- 
ter Punkte entsprechen, und zweitens solche Gruppen, welche 
Punktsystemen entsprechen, die nicht nach allen 3 Dimen- 
sionen unendlich ausgedehnt sind. Endlich aber findet sich, 
abgesehn von kleineren Unrichtigkeiten, auch eine merkliche 
Lücke in der Jordanischen Untersuchung. (Alle Systeme des 
§ 20, Cap. 6 fehlen bei Jordan.) Diese zu entdecken war 
mir dadurch gelungen, dass ich früher, ohne seine Abhand- 
lung zu kennen, die Aufsuchung aller regelmässigen unbegrenz- 
ten Punktsysteme in der Ebene nach einer völlig anderen 
Methode ausgeführt hatte, ^) wobei sich gewisse Systeme 
herausstellten, welche, nebst ihren analogen im Raum, bei 
Jordan fehlen. 

Mit Benutzung des Grundgedankens der Jordanischen 
Methode, aber mit Weglassung alles dessen, was nicht di- 
rekten Bezug zur Krystallstruktur hat, sind nun im Folgen- 
den alle überhaupt möglichen regelmässigen Punktsysteme 
von unbegrenzter Ausdehnung abgeleitet und somit alle denk- 
baren Strukturformen krystallisirter Körper ermittelt. Was 
diese Theorie der Krystallstruktur vor der Haüy-Bravais'- 
schen voraus hat, lässt sich im Wesentlichen in folgende 4 
Punkte zusammenfassen. 

Erstens ist die Ausgangshypothese von der regelmässigen 
Anordnung der Krystallelemente so einfach und evident, dass 
sie wohl von keiner Seite einem Widerspruch begegnen wird. 
Damit ist der den bisherigen Theorien gemachte Hauptvor- 
wurf der Willkür beseitigt. 

Ztveitens ergiebt sich, dass sämmtliche Punktsysteme, 
auf welche diese Hypothese führt, in Gruppen zusammen- 
fassbar sind, die vermöge ihrer Symmetriecharaktere den 
von der Natur dargebotenen Gruppen der Krystallsjsteme 
entsprechen; jedoch findet sich eine viel grössere Zahl von 
Punktsystemen als in der Bravais'schen Theorie, und sämmt- 
liche Strukturformen der letzteren, d. h. also sämmtliche 

des naturw. Vereins eu Karlsnihe. Heft 7. 1876.) Ein Auszug davon 
in Poggend. Ann, d. Phys. Ergbd. VII. p. 337. 

1) Die regelni. ebenen Punktsysteme von unbegrenzter Ausdehnung. 
In Borchardts Journ. fOr Mathemat Bd. 77. p. 47—101. 1878. 
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Raumgitter, sind als Specialfälle unter den neuen Punkt- 
systemen mit enthalten. 

Drittens ergeben sich zahlreiche Punktsysteme von dem 
geometrischen Charakter der halbflächigen Kry stalle, so dass 
es nicht, wie bei Bravais, einer Hülfshypothese bedarf, um 
auch diese mit zu umfassen. 

Viertens werden gewisse specielle geometrische und phy- 
sikalische Erscheinungen, so namentlich die Grenzformen und 
das optische Drehvernfiogen, durch die neue Theorie dem Ver- 
ständniss näher gebracht. 



Capitfel IL 
Grundlegendes. 

§ 3. Hypothese. 

Es ist naturgemäss, einen Krystall in regelmässiger 
Weise aus lauter kongruenten Grundgebilden oder Krystall- 
elementen aufgebaut zu denken, von denen es allerdings un- 
entschieden bleiben muss, ob sie die aus Atomen zusammen- 
gesetzten chemischen Molekeln selbst, oder Aggregate von 
solchen sind. Ob diese Elemente durch Zwischenräume von 
einander getrennt sind und sich etwa um gewisse Mittellagen 
bewegen, oder ob sie stetig aneinandergelagert den Kaum 
erfüllen, kann für die folgende Untersuchung unerörtert blei- 
ben; denn von jedem Krystallelemente wird nur der Schwer- 
punkt in Betracht gezogen, in welchem man sich etwa die 
ganze Masse koncentrirt denken mag. Für die folgende geo- 
metrische üntersmhung ist also der Krystall durch ein System 
diskreter MassenpunJcte ersetzt, in welchem es somit stets einen 
kleinsten Punktahstand giebt. 

Weil es sich ferner nur um die Ermittelung der Struktur 
handelt, so wird die Betrachtung der Grenzen ganz vermie- 
den, und zwar dadurch, dass man den Krystall unendlich 
gross denkt (was sich übrigens wegen der Kleinheit der Mo- 
lekularabstände gegenüber den endlichen Dimensionen des 
Krystalls auch sonst rechtfertigen lässt). — Mit Rücksicht 
auf die in § 1 auseinandergesetzten wesentlichen Eigenthüm- 
lichkeiten der Krystalle („dass ihre Eigenachaften nur von 
der Richtung abhängen, und dass physikalisch ausgezeichnete 
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Punkte nicht vorhanden sind^'), sowie mit Beachtung der 
eben voraufgeschickten Erwägungen, wird nun der ganzen 
Untersuchnng folgende Hypothese über den krystallinischen 
Zustand zu Grunde gelegt: 

Hypothese: 

Krystalle — unbegrenzt gedacht — sind regelmässige un 
endliche Vunlctsysteme, d, h. solclie, hei denen um jeden Massen- 
jnmJct herum die Anordnung der übrigen dieselbe ist, une um 
jeden a}ideren Massenpunkt. 

Oder anders ausgedrückt: Ein Krystall ist ein endliches 
Stück eines unendlichen regelmässigen Punktsystems. 

Zu Folge dieser Hypothese ist die Ermittelung aller für 
die Krystalle möglichen Strukturformen auf die Lösung fol- 
gender Aufgabe zurückgeführt: 

yyAlle Oberhaupt möglichen regelmässigen Punktsysteme von 
allseitig unendlicher Ausdehnung zu finden.^^ 

Die Lösung dieser Aufgabe bildet den Inhalt der fol- 
genden Gapitel. Um zunächst den Begriff des regelmässigen 
unendlichen Punktsystems schärfer zu bestimmen, denke man^ 
in einer beliebigen unbegrenzten Anordnung von Punkten ^ 
einen Punkt mit allen übrigen durch gerade Linien verbun-- 
den. In derselben Weise sei von jedem Punkt des Systems 
aus ein solches Linienbündel nach den anderen Punkten hin ? 
konstruirt; so werden diese Linienbündel im Allgemeinen 
von einander verschieden sein. Es sind aber Systeme denk- 
bar, in denen die Punktvertheilung um jeden Punkt dieselbe 
ist wie um jeden anderen^ so dass die von allen Punkten 
aus konstruirbaren Linienbündel untereinander kongruent 
sind. Hiernach hat man folgende Erklärung: 

Ein regelmässiges Punktsystem ist ein solches, in welcJiem 
die von jedem Systemptmkt nadi, allen übrigen Systempunkten ge- 
zogenen Linienbündel untereinander kongruent sind. 

Man denke sich nun ein regelmässiges unendliches Punkt- 
system starr gemacht und aus seiner Lage herausgerückt; 
dann bilden die zuvor von Systempunkten besetzt gewesenen 
Orte des Raums ein dem System kongruentes Punktsystem; 
es möge, im Gegensatz zu dem herausgenommenen beweg- 
licJien System, das feste heissen. In welchen Systempunkt 
des festen Systems man nun einen beliebig gewählten System- 
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punkt des beweglichen auch legen mag: immer kann man 
in Folge der Kongruenz aller Linienbündel bewirken, dass 
beide Systeme zur Deckung gelangen. Eine solcJie Bewegung 
nuny welche das bewegliche System aus einer Lage der Deckung 
mit dem festen in eine andere Lage der Deckung mit ihm über- 
führt , soll eine Deckbewegung Jieissen, Diese Bewegungen 
können theils Parallel Verschiebungen, theils Drehungen oder 
Schraubungen um gewisse im festen System gegebene gerade 
Linien als Axen sein; und es wird ganz von der Eigenthüm- 
lichkeit des betreflfenden Systems abhängen, welcherlei Deck- 
bewegungen es besitzt. Ja man wird gerade nach den ihnen 
zukommenden Deckbewegungen verschiedene Gattungen von 
Punktsystemen unterscheiden können, so dass die verschiede- 
nen Arten von Deckbewegungen als Eintheilungsgrund für die 
regelmässigen Punktsysteme dienen. Es stellt sich also heraus, 
dass die anzustellende Untersuchung in die Lehre von der 
Geometrie der Bewegung (oder Kinematik) gehört Daher 
ist es nützlich, aus jener Lehre hier diejenigen BegriflPe und 
Häuptsätze mit kurzer Andeutung der Beweise vorauszu- 
schicken, die im Folgenden zur Anwendung kommen. 

i § 4. Einematisclie Hülfsbetraclitungen, betreffend 

starre Systeme. 

a) Erklärungen: Diejenige Lagenänderung eines Systems^ 
bei welcher alle sein^ Punkte parallele Grade von derselben 
Länge l und in demselben Sinne durchlaufen, heisst eine 
Parailelverschiebung oder Schiebung l (Translation). 

Diejenige Lagenänderung eines Systems, bei der alle 
Punkte einer gewissen Geraden A ihren Ort beibehalten, alle 
übrigen aber Kreisbogen mit dem Centriwinkel a um jene 
Gerade als Axe beschreiben, heisst eine Drehung Aa (Bo- 
tation). Es werden immer nur Drehungen betrachtet werden, 
die 180® nicht überschreiten; nämlich eine Drehung > 180® 
kann stets durch eine Drehung entgegengesetzten Sinnes er- 
setzt werden, welche die vorige zu einer vollen Umdrehung 
ergänzt 

Diejenige Lagenänderung eines Systems, bei welcher 
alle Punkte eine gleichgrosse und gleichsinnige Drehung a 
um eine und dieselbe Axe A, und ausserdem eine und die- 
selbe Schiebung l parallel dieser Axe erleiden, heisst eine 
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SdiratäjH$ig Aa.i- Diese Bewegung umfasst die beiden Tori- 
gen al«i .Specialfalle, da sie für / = o in die Drehung A^aj 
dagegen für a = o in die Schiebung / übergeht Die Reihen- 
Xolge der beiden einfachen Bewegungen (Drehung und Schie- 
bung), welche eine Schraubung zusammensetzen, ist willkür- 
lich: auch können beide gleichzeitig ausgeführt werden. 

Bewegungen heissen äquivalent, *wenn jede von ihnen 
das System aus der gegebenen Anfangslage in dieselbe End- 
lage bringt. 

b; Sätse. 

I. Zwei nach einander ausgeführte Schidmngen parallel 
und gleich zweien Seiten (A B, HC) eines Dreiecks sind zusam- 
men äquivalent einer Sdiid/nng paralld und gleidi der dritlen 
Dreiedcsseite AC. Die Reihenfolge der beiden erstefi Sdädm^igen 
ist vertausdibar. TSehr leicht zu beweisen.) 

II. Drdiung Au nm eine zum heiceglidken System gehörige 
Axe A und Sdiiehung s seniredU zur Axe, in hdiebiger Reihen- 
folge j sind zusammeti äquivalent einer gleic/ten und gleidisinni- 
gen Jjrehung Ba ww ^ne zur ersteren parallele Axe B, gelegt 
durch den Scheitel eines auf ihr senkrechten gleidischenkligen 
Dreiecks, das die von einem Punkt der Axe A aus gezogene 
Schielning s als Basis, und den Drehwinkel a als Winkel an 
der Spitze liat, und das auf derjenigen Seite der Basis liegt, 
nach welcJier hin die Drehung erfolgt. (Fig. 1 ist iu einer zu 
den Axen senkrechten Ebene zu denken.) 

Beweis. Durch Drehung Aa wird diejenige Gerade b 

des beweglichen Systems, die An- 
Jl fangs in B lag, nach B' geführt. 
Die darauffolgende Schiebung s führt 
b wieder nach B zurück. Weil also 
nach Ausführung der Bewegungen 
alle Punkte der Geraden b ihre 
ursprünglichen Orte im Baum, näm- 
lich in B, behalten haben, so 
sind jene 2 Bewegungen Aa und 
8 äquivalent einer Drehung um B. Der Drehwinkel ergiebt 
sich so: die Axe A ist durch die Drehung Aa unverän- 
dert geblieben, darauf aber durch die Schiebung s nach A' 
gelangt. Also muss die äquivalente Drehung um B eben- 
falls A nach A' befördern, und dies geschieht nur, wenn 




Fig. 1. 
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der Drehwinkel = a ist. — Entsprechend ist der Beweis bei 
umgekehrter Reihenfolge der 2 gegebenen Bewegungen. 

Zusatz. 1. Ist statt der Drehung Aa eine Sehraiibung 
Aa,i gegeben, so gilt der entsprechende Satz; denn durch das 
Hinzutreten der SchiebungsJcomponente l wird an dem Beweise 
sonst nichts geändert. 

Zusatz 2. Ist statt der zur Axe senkrechten Schiebung s 
eine geneigte gegeben, so ersetzt man sie nach L durch 2 Schiebun- 
gen j resp, senkrecht und parallel zur Axe. Für die senkrechte 
gilt dann Satz II Schliesslich ist noch die der Axe parallele 
Schiebung auszuführen, so dass die äquivalente Bewegung eine 
Schraubung ist, 

ni. (Eulerscher Satz.) Zwei nacJieinander auszuführende 
Drehungen Aa und B^ um 2 sich schneidende feste Axen des 
Baums sind zusammen äquivalent einer Drehung Cy um eine 
durch denselben Punkt gehende dritte Axe. Um letztere zu fin- 
den, beschreibe man mit beliebigem Badius eine Kugel um den 
Schnittpunkt der gegebenen Axen. Von den 2 Schnittpunkten 
einer jeden Axe mit der Kugelfläche kommt nur je einer, den 
man beliebig wählen kann, in Betracht. Nun zieht man auf 

der Kugelfläche 2 grösste Kreise, indem ^ 

man erstens im Schnittpunkt A der y^ 
erstem Axe 'ihren halben Drehwinkel, / 

— , an den durch beide Axen gehenden 1 ff^ 

grössten Kreis anträgt, — und zwar auf \ f^ ^^ \ / 

derjenigen Seite dieses Kreises, v<m wel- \ \^ — ^^a I 

eher her die Drehung erfolgt, — und \a^^ '' / 

zweitens im Schnittpunkt B der zweiten ^ -^ 

Axe den dieser zugehörigen halben Dreh- ^^«- ^• 

mnkel, -|-, jedoch a/af der Seite jenes Kreises, naxih welcher 

hin die Drehung erfolgt: dann bestimmen die Schnitte C dieser 
2 grössten Kreise die Lage der gesuchten Axe, und der bei C 
befindliche Aussemoinkel des sphärischen Dreicks ABC ist ihr 
halber Drehungsmnkel. (Fig. 2.) 

Beweis. Durch Drehung Aa wird diejenige Gerade c des 
beweglichen Systems, die Anfangs in OC lag, in die Lage 
OC gebracht, so dass die Dreiecke AC B und AGB zu- 
einander symmetrisch sind in Bezug auf AB. Die darauf 
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folgende Drehung B^ führt c wieder in die Lage OC zurück. 
Weil also nach Ausführung beider Bewegungen alle Punkte 
der Geraden c ihre ursprünglichen Orte im Kaum, nämlich 
in OC, behalten haben^ so sind jene 2 Drehungen Aa und 
Bfi äquivalent einer Drehung um OC. Der Drehwinkel y 
ergiebt sich so : Diejenige Gerade n des beweglichen Systems^ 
die Anfangs in 0^ lag, ist durch die Drehung Aa unver- 
ändert geblieben, darauf aber durch die Drehung JB^ in die 
Lage OA' gelangt, so .dass die Dreiecke ABC und Ä BC 
zueinander symmetrisch sind in Bezug auf BC. Also muss 
die äquivalente Drehung um OC ebenfalls die Gerade a aus 
der Lage OA in die Lage OÄ befördern; also ist um OC 
um den ^ y = ACÄ zu drehen. Derselbe wird, in Folge 
der Symmetrie der eben genannten Dreiecke, durcli den 
Bogen BCB halbirt. Hiermit ist die Eulersche Konstruktion 
bewiesen. 

IV. Zwei nacJieinander auszuführende gleichsinnige Drehun- 
gen Aa und B^i um 2 parallde feste Axen des Raums sind zu- 
sammen äquivalent einer Drehung Cy desselben Sinnes um eine 
parallele Axe, deren Lage und Drehmnkel wie beim vorigen 
Satze gefunden werden, nur dass die Konstruktion auf einer 
unendlich grossen Kugel, d. h. auf der Ebene ausgeführt unrd. 

Beweis wie vorher; die grössten Kreise der vorigen Figur 
verwandeln sich hier in gerade Linien. 

Zusatz. ' Sind statt der Drehungen Schraubungen Aa^i, 
Bfi^m ww parallele Axen gegeben, so ist die äquivalente Be- 
wegung eine Schraubung (7^,^+^, deren Axe und Drehungskofn- 
ponente wie vorher gefunden werden^ 

V. Ein nur um einen festen Funkt drehbares starres 
System kann aus einer gegebenen Lage in jede andere möglidie 
Lage durch eine Drehung um eine gewisse Axe übergeführt 
werden. Um letztere zu finden, beschreibe man mit beliä)igem 
Badius eine Kugel um den festen Punkt 0. Zwei auf dieser 
Kugelfläche liegende, sonst beliebig gewählte Punkte des Systems 
nehmen bei seiner ersten Lage gewisse Orte des Baums ein, A 
und B; bei irgend einer zweiten Lage des Systems aber die 
Orte Ä und B\ Verbindet man nun die alte und neue Lage 
des ersten Systempunkts durch einen grössten Kreisbogen AÄ, 
und ebenso die des zweiten, BB', und legt durch die Mitten, 
a und b, dieser Bögen, senkrecht zu letzteren, zwei grösste Kreise, 
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SO gieht ihr Schnitt C die Lage der gesuchten Drehaxe. 
(Fig. 3.) 

Beweis. Durch Verbindung von C mit A, JS, Ä, B' ver- 
mittelst grösster Kreise entstehen die kongruenten sphäri- 
schen Dreiecke CAB und CA B\ Aus 
der hieraus folgenden Gleichheit der 
Winkel AGB und ÄCB\ verbunden 
mit der identischen Gleichung BCÄ 
= BGA' {oder AGB' = AG B'\ folgt, 
dass ^ AGÄ = BGB' ist. Dreht 
man also das System um die Axe OC 
um diesen Winkel, so kommen die ur- 
sprünglich in A und B befindlich ge- 
wesenen Punkte des Systems nach A' 
resp. B\ und folglich ist durch diese Drehung das ganze 
System aus der ersten in die zweite Lage übergeführt. 

Zusatz. Die angegebene Construktion wird vereitelt, 
wenn die beiden grössten Kreise, deren Schnitt die Axe OC 
bestimmen soll, sich gar nicht schneiden, sondern zusammen- 
fallen. Dies kann nur eintreten, wenn entweder die Bögen 
AB und AB' selbst (Fig. 4), oder ihre Ergänzungen zum 
Vollkreis (Fig. 5), sich so schneiden, dass die durch den 




Fig. 3. 





Fig. 4. 



Fig. 5. 



Schnittpunkt bestimmten Stücke des einen Bogens kon- 
gruent sind den entsprechenden Stücken des anderen. In 
diesen Fällen sieht man aber unmittelbar, dass dieser Schnitt- 
punkt C selbst die Lage der gesuchten Axe angiebt. 

VL (Chäsles' scher Satz,) Ein starres System Jcann aus 
jeder gegebenen Anfangslage in jede beliebige Endlage durch 
eine Schraubung übergeführt werden. 

Beweis. Bezeichnen P und P' diejenigen 2 Orte des 
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Raums, welche ein und derselbe beliebig gewählte System- 
punkt in der Anfangs- und Endlage des Systems einnimmt, 
so lässt sich die Ueberführung des Systemsso bewirken, dass 
man ihm erst die Schiebung PP ertheilt, wodurch dieser 
eine Systempunkt schon seinen schliesslichen Ort erreicht, 
und dass man es dann noch eine einzige, nach dem vorigen 
Satz bestimmte, Drehung um P' machen lässt. Statt dieser 
Bewegungen wende man nun aber folgende an: Die Schiebung 
PP' wird nach Satz I. durch 2 aufeinander senkrechte 
Schiebungen ersetzt, deren eine parallel der Axe der nach- 
her nöthigen Drehung gewählt wird. Die andere, zur Drehungs- 
axe senkrechte, Schiebung und die darauf folgende Drehung 
sind nach Satz II zusammen äquivalent einer gleichen und 
gleichsinnigen Drehung um eine gewisse, zur vorigen paral- 
lele Axe. Also sind im Ganzen nur 2 einfache Bewegungen 
zur Ueberführung des Systems aus der Anfangs- in die End- 
lage nöthig: eine Schiebung parallel einer gewissen Axe, 
und eine Drehung um diese Axe. Sie bilden zusammen die 
behauptete Schraubung. 

VII. Zwd^ nacheinander auszuführende Schrauhungen Aa,i 
und Bß^rti um 2 im Baum feste , nicht parallele Axen sind 
äquivalent einer einzigen Schraubung, deren Drehungskompo- 
nente und Axenrichtung (aber nicht absolute Lage) dieselben 
sind, als wenn statt der Schraubungen 2 Drehungen mit den- 
selben Drehtvinkeln und um ebenso gerichtete, aber sich schnei- 
dende Axen nacheinander hätten ausgeführt werden sollen. 

Beweis. Weil die Reihenfolge der beiden einfachen Be- 
wegungen, welche eine Schraubung zusammensetzen, beliebig 
ist, so sind die nacheinander auszuführenden 2 gegebenen 
Schraubungen äquivalent folgender Reihenfolge von Be- 
wegungen: 

l, Aa, Bß, m. 

Die Drehung Bß ist nach Satz 11 äquivalent der gleichen 
und gleichsinnigen Drehung um eine zu B parallele Axe B' 
(die man so wählt, dass sie A schneidet), verbunden mit 
einer darauf folgenden, zur Axe B' senkrechten, Schiebung 
n. Die 2 Drehungen Aa und Sß um die sich schneidenden 
Axen setzen sich nach Satz III zu einer Drehung Cy um eine 
bestimmte neue Axe C zusammen. [Von dieser Drehung Cy 
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wird behauptet, dass die resultirende Schraubung mit ihr die 
Äxenrichtung und den Drehwinkel gemein habe.] Die Schie- 
bungen n und m setzen sich nach Satz I zu einer Schiebung 
V zusammen. Mit den 2 gegebenen Schraubungen sind also 
nun folgende Bewegungen äquivalent: 

oder, wenn man jede der 2 Schiebungen l und V nach Satz I 
in 2 Komponenten zerlegt, eine (A resp. A') parallel zur Axe 
(7, die andere (p resp. <?') senkrecht dazu, so hat man fol- 
gende Reihe von Bewegungen: 

Nun sind aber ö und Cy zusammen äquivalent einer Drehung 
Cy um eine zu C parallele Axe C (Satz II), und nach dem- 
selben Satze sind Cy und <?' zusammen äquivalent einer 
Drehung Cy' um eine ebenfalls zu C parallele Axe C". Folg- 
lich ist mit den 2 gegebenen Schraubungen äquivalent fol- 
gende Reihe von Bewegungen: 

Da nun die Schiebungen A und A' beide parallel der Axe C" 
sind, um welche die Drehung y auszuführen ist, so ist das 
Gesammtergebniss eine Schraubung mit der Drehungkompo- 
nente y um Axe C", deren Richtung mit der von C über- 
einstimmt; und das war zu beweisen. 

VIII. Wenn die nacheinander ammführenden Bewegungen 
Aa,i und Bß^rn zusümmeu äquivalent sind mit Cy,„, 50 ist die 
umgekehrte Bewegung C^y^ — n äquivalent mit den in umgekehr- 
ter Beihenfolge ausmführenden umgekehrten beiden anderen Be- 
wegungen, d, h, mit JB— ^,__^, Ä^a. — i* 

Beweis selbstverständlich. 

IX. Wenn von 3 Bewegungen, von welchen die eine Cy^„ 
den hdden anderen, Aa,i und Bß^m, 0usammen äquivalent ist, 
zwei zu den^ Deckbewegungen eines unendlichen regelmässigen 
Punktsystems gehören, so ist au^h die dritte eifie Deckbewegung 
des Systems. 

Beweis, Als Deckbewegungen des Punktsystems können 
gegeben sein entweder Aa,i und -B^,m, oder Aa,i und Cy,«, 
oder Bß^m und (7y,„. — Im ersten Fall herrscht nach Aus- 
führung der beiden Bewegungen^«, i und JB^, ^ wieder Deckung 

3* 
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des beweglichen und festen Systems (vergl. Seite 28), folg- 
lich ist auch die jenen beiden Bewegungen zusammen äqui- 
valente Bewegung Cy,„ eine Deckbewegung des Systems. — 
Im zweiten Fall herrscht nach Ausführung der Bewegung 
Cy, n Deckung. Statt dieser einen Deckbewegung wende man 
nun die ihr äquivalenten Bewegungen Aa^i und B^^m nach- 
einander an. Nach Ausführung von Aa^i herrscht nach Vor- 
aussetzung Deckung. Führt man darauf die Bewegung -B/^,,« 
aus, so muss wieder Deckung herrschen, weil jetzt dieselbe 
Lage herbeigeführt ist, wie durch die eine Bewegung Cy^n, 
welche ja eine Deckbewegung ist. Also ist auch B^^m eine 
solche. — Im dritten Fall herrscht nach Ausführung der Be- 
wegung Cy^n Deckung, folglich auch nach Ausführung der 
entgegengesetzten C-y^'—n- Statt letzterer Bewegung wende 
man nacheinander die Bewegungen B—^^^„^, A—a,—i an, die 
mit C—y^—n äquivalent sind (Satz VIII). Nach Ausführung 
von B—ß^—m herrscht nach Voraussetzung Deckung. Führt 
man dann noch die Bewegung A-.a,--i aus, so muss wieder 
Deckung herrschen, weil jetzt dasselbe erreicht ist, wie bei 
Ausführung der einen Bewegung C_y,_-„. Also ist A^a,— 
eine Deckbewegung; also auch Aa^i, 



Capitel III. 

Die verschiedenen möglichen Arten und 

Eichtungen von Axen in regelmässigen 

unendlichen Punktsystemen. 

§ 5. Die verscliiedenen möglichen Axenarten. 

Erklärung. Unter einer j,Axe eines regelmässigen unend- 
lichen Punktsystems^^ oder ,jAx&^ schlechtweg wird die Axe einer 
Deckbewegung (Schraubung oder Drehung) des Systems verstanden. 
Im Allgemeinen bedeutet sie also die Axe einer Schraubung 
Aa,if deren Schiebungskomponente l aber auch = o sein kann. 

Alle regelmässigen unendlichen Punktsysteme zerfallen 
in solche mit Axen und in solche ohne Axen; auf letztere 
wird erst im Abschnitt II, Cap. IV, eingegangen; zunächst 
werden nur Punktsysteme mit Axen untersucht. 
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Erklärung. Zwei Axen eines Systems heissen gleich, wenn 
die Anordnung der SystempunJcte um die eine von ihnen die- 
selbe ist, wie um die andere. Alsdann muss sich die eine Axe, 
zum beweglichen System gehörig gedacht, mit der anderen 
zum festen System gehörig gedachten Axe zur Deckung bringen 
lassen, so .dass zugleich alle Punkte des beweglichen und 
festen Systems sich decken. 

Satz 1. Wenn ein regelmässiges unendliches Punktsystem 
überhaupt eine Axe besitzt, so besitzt es zugleich unendlich viele 
ihr gleiche Axen» 

Dies folgt unmittelbar aus del: Regelmässigkeit und Un- 
endlichkeit des Systems. 

Satz 2. Unter den gleichen Axen giebt es entweder paral- 
lele, oder solche, deren Richtungen einen unendlich Meinen Winhel 
einschliessen (d. h. wie klein man sich auch den Winkel von 
2 Axen von dieser Art denken mag: immer giebt es 2 ihnen 
gleiche Axen, deren Richtungen einen noch kleineren Winkel 
einschliessen). 

Beweis, Es sind nur 2 Fälle denkbar: entweder ver- 
laufen die gleichen Axen nach einer endlichen Anzahl von 
Richtungen, oder nach einer unendlichen. Im ersteren Falle 
müssen jedenfalls parallele gleiche Axen vorhanden sein, 
denn sonst könnte die Anzahl aller gleichen nicht unendlich 
gross sein (Satz 1). Im anderen "Falle müssen sicher gleiche 
Axen von unendlich wenig verschiedener Richtung vorkommen; 
denn sonst könnte die Zahl der Richtungen von solchen Axen 
nicht unendlich gross sein. 

Satz 3. Zwei gleiche parallele oder unendlich wenig ver- 
schieden gerichtete Axen (Ä, Ä') können nicht einen unendlich 
Meinen Abstand Jiaben (oder sich sogar schneiden). 

Beweis, Angenommen die beiden gleichen Axen von 
unendlich wenig verschiedener oder sogar gleicher Richtung 
hätten einen unendlich kleinen Abstand (oder schnitten sich 
sogar). Dann wird irgend ein Systempunkt m durch die Be- 
wegung Äa, i nach m', dagegen durch die Bewegung Äa^ i nach 
m" versetzt. Also müssen m' und m" Punkte des festen 
Systems sein, denn jene Bewegungen sind ja Deckbewegungen; 
und wegen der über Ä und Ä' gemachten Voraussetzungen 

muss der Abstand m'm" unendlich klein sein; folglich wäre 
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er kleiner als der für das System angebbare kleinste Punkt- 
abstand (vgl. Seite 27), der ja von bestimmter endlicher 
Grösse ist. Also ist die angenommene Lage der beiden Axen 
unmöglich, und daher der Satz bewiesen. 

Satz 4. Axen mit tmendlich hleinefn Drehmnkel a sind 
unmöglich. 

Beweis, Unter allen gleichen Axen wähle man zwei 
solche aus (Aa,i und Äa,i), deren Richtungen entweder gar 
nicht oder unendlich wenig verschieden sind, was nach Satz 2 
stets möglich ist. Durch die Ausführung der Bewegung Aa^i 
gelangt die Axe Ä' in eine neue Lage Ä", die folglich auch 
eine gleiche Axe des festen Systems ist. Wäre nun a ein 
unendlich kleiner Winkel, so würden Ä' und -4" zwei Axen 
von unendlich wenig oder gar nicht verschiedener Richtung 
sein, die einen unendlich kleinen Abstand hätten (oder sich 
schnitten). Dies ist nach Satz 3 unmöglich, also der Satz 
bewiesen. 

Anmerkung. Nur im Falle einer unendlich grossen Schie- 
bungskomponente l würden A und A' keinen unendlich 
kleinen Abstand zu haben brauchen. Dieser Fall ist aber 
ausgeschlossen; denn eine Schraubung mit unendlich grosser 
Schiebungskomponente ist gar keine bestimmte und tvirklich 
ausführbare Bewegung; daher hätte es keinen Sinn, eine 
solche Bewegung als eine ein Punktsystem charakterisiirende 
Deckbewegung zulassen zu wollen. 

Satz 5. Gleiche Axen, deren liichtungen einen unendlidi 
Meinen (jedoch von o verschiedenen) Winkel einschHessen^ sind 
unmöglich (Fig. 6). 

Beweis. Zunächst seien A und A zwei parallele gleiche 
Axen. Die Figur ist in einer zu ihnen senkrechten Ebene 
zu denken, deren Schnittpunkte mit den Axen durch dieselben 
Buchstaben wie die Axen bezeichnet sind. Die Bewegung 

Aa^i führt A in die Lage a', und die Linien AA der Zeich- 
nungsebene in eine zu Aa parallele Lage. Dagegen wird 
aus derselben Anfangslage durch die Bewegung Aa,i die Axe 

A in die Lage a geführt, und die Linie AA in eine zu aA 
parallele Lage, welche gleichfalls zu Aa parallel ist. Die 
beiden, durch die erste und die zweite Bewegung erreich- 
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baren, Endlagen des Systems sind einander parallel, weil 
die Lagen, in welche die Axe A und die 

Linie AÄ durch die erstere Bewegung 
gelangen, gleichsinnig parallel sind den 
Lagen, in die sie durch die zweite ge- 
langen. Folglich kann das System aus 
der einen Endlage in die andere durch 
eine einfache Schiebung übergeführt wer- 
den. Diese ist daher eine Deckbewegung Fig. e. 
für das Punktsystem. 

Jetzt seien aber die beiden gleichen Axen A und Ä 
unendlich wenig verschieden gerichtet; ihr kürzester Abstand 
sei e. Dann kommt das System durch Ausführung der einen, 
resp. anderen der Bewegungen Alu^i und ^o,< in zwei nicht 
mehr völlig parallele Lagen, indem sowohl die Axenrich- 
tungen A und a, als die Richtungen der Linien, in welche 
der kleinste Abstand e geführt wird, unendlich wenig von 
einander abweichen. Jetzt kann also das System aus der 
einen Endlage in die andere nicht mehr durch eine Schie- 
bung übergeführt werden; vielmehr ist dazu nach Hülfssatz VI 
eine Schraubung erforderlich. Dieselbe kann aber nur eine 
unendlich kleine Drehungskomponente haben, weil die Drehung, 
die das System in der einen Lage erleiden müsste, um der 
anderen völlig parallel zu werden, nur unendlich klein ist, 
und weil diese Drejiung mit der Drehungskomponente jener 
Schraub ung übereinstimmt, wie aus dem Beweise von Hülfs- 
satz VI hervorgeht. Hiemach wäre also eine Schraubung 
mit unendlich kleiner Drehungskomponente eine Deckbewegung 
des Systems. Das ist aber nach Satz 4 unmöglich; also können 
gleiche Axen von unendlich wenig verschiedener Richtung 
nicht vorkommen. 

Satz 6. TJniefr den gleichen Axen giebt es nothwendig parallele. 

Beweis. Nach Satz 2 giebt es unter den gleichen Axen 
entweder parallele, oder solche, deren Richtungen einen un- 
endlich kleinen Winkel einschliessen. VTeil nun der letztere 
Fall in Satz 5 als unmöglich nachgewiesen ist, bleibt nur 
der erstere übrig. 

Satz 7. Der kleinste zu einer Axe gehörige Drehmnkel a 
ist ein aliquoter Theil der vollen Umdrehung , d. h.: 
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a = — (n = ganze ZaJil) (Fig. 7). 

Beweis. Zunächst ist klar, dass überhaupt für jede Axe 
ein kleinster Drehwinkel a angebbar ist, denn Axen mit un- 
endlich kleinen Drehwinkeln sind nach Satz 4 unmöglich. — 
Nun werden unter allen gleichen Axen irgend 2 parallele 
herausgegriflfen , A und A\ was nach Satz 6 stets möglich 
ist. Einmalige Ausführung der Bewegung -4«,/ bringt die 
Axe Ä in die Lage Ä', so dass in der auf den Axen senk- 
rechten Zeichnungsebene -^Ä'AÄ = a. In Ä' muss sich 
also eine gleiche Axe des festen Systems befinden. Durch 
nochmalige Ausführung der Bewegung Aa,i geht aus Ä' eine 
gleiche Axe Ä" hervor, die in dem festen System vorhanden 
sein muss; u. s. f. Durch hinreichend häufige (n — Imalige) 
Wiederholung dieser Bewegung ergiebt sich schliesslich die 
Existenz einer Axe AS'^^j die so liegt, dass sie durch noch- 
malige Bewegung Aa,i in die Gerade 

^-.---^ 7^^^ geführt wird, in der von vornherein 

/\ / \. Ä lag, so dass also <^ AS'^^AAl = a. 

I "^^ / \ Wäre nämlich ^ AS'^^AÄ > a, so 

^^ |- a>-g/^ '^ 1 hätte man nur noch nicht oft genug 

^^ y^ j die Bewegung Aa, i ausgeführt. Wäre 

aber -^ A^"'^AÄ < a, so würde eine 
nochmalige Ausführung der Bewegung 
Aa,i die Existenz einer Axe ^(«+i) 
^'' ^' liefern, welche zwischen Ä und Ä' 

hineinfiele, so dass ^ A^'^'^^^AÄ (= C9) <i cc wäre. Dann 
wäre also A2rt+w,ni oder, was damit identisch ist, -4«, n* 
eine Deckbewegung des Systems, wo oj < a. Somit wäre 
nicht a, sondern co, der kleinste zu A gehörige Drehwinkel, 
und das ist gegen die Voraussetzung. Folglich ist 

na = 27t (n = ganze Zahl). 

Erklärung. Eine Axe, deren kleinster zugehöriger Dreh- 

Winkel = — ist, heisse n-zählig, (Führt z. B. keine kleinere 

Drehung, als die um 1 J? <^, Deckung des beweglichen und 
festen Systems herbei, so ist die zugehörige Axe vierzählig.) 

Erklärung. Chardkteristisclie Deckbewegung um eine n-zäh- 
lige Axe ist diejenige Deckschraubung , deren Drehungskompo- 
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nente = — , und deren Schiebungskomponente gleich der kleinsten 

unter allen Schiebungen ist, die, mit jener Drehung verknüpft, 
Deckung herbeiführen. 

Satz 8. Die ganze Zahl n, welche eine n-zählige Axe 
charakterisirt, kann nicht grösser als 6 sein (Fig. 8). 

Beweis. Unter allen gleichen parallelen Axen seien A , 
und Ä' zwei solche, dass kein anderes Paar derselben Art 
einen geringeren Abstand habe als dieses; er heisse a. Durch 
Ausführung der Bewegung Aa^i wird A' nach A' versetzt, 
wo also eine gleiche Axe des festen Sy- 
stems liegen muss. Wenn n = 6 ist, so 

ist der Abstand dieser 2 Axen Ä'A' = a; 
wenn aber n > 6, also a < 60^ wäre, so 

würde der Abstand AA' < a sein, wäh- 
rend doch a als kleinster vorausgesetzt 
war. Also kann n höchstens = 6 sein. 

Satz 9. Fünfzählige Axen sind unmöglich (Fig. 9). 

Beweis. Angenommen es gäbe 5-zählige Axen, so muss 
es darunter parallele geben; unter letzteren seien A und A 
2 nächstbenachbarte. Einmalige Bewegung A2n bringt A' 

in die Lage A'\ wo also eine gleiche Axe des festen Systems 
liegen muss. Einmalige Bewegung Ain 

bringt A in die Lage A'\ wo also eben- 
falls eine gleiche Axe des festen Systems 
liegen muss. Letztere Axe liegt aber an 
A' näher als A, und das ist unmöglich, 
weil A und A' zwei nächste sein soll- 
ten. Also sind 5-zählige Axen unmöglich. ^^^' ^' 

Satz 10. Es giebt nur 2-, 3-, 4- und 6-zählige Axen. 

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus den 3 vorhergehenden 
Sätzen, indem die Annahme eines dieser Werthe für n nicht 
auf irgend welchen Widerspruch führt. 

§ 6. Die verscliiedenen möglichen Richtungen von gleichen 

Axen. 

Von regelmässigen unendlichen Punktsystemen mit n-zäh- 
ligen Axen sind 2 Hauptarten denkbar: 
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1) Solche, bei denen die gleichen n-zähligen Axeu nur 
nach einer Richtung verlaufen. 

2) Solche, bei denen sie nach mehreren Richtungen ver- 
laufen. Nur von den letzteren wird in diesem § gehandelt. 

Satz U. Aus dem Vorhandensein vmi 2 gleichen n-zäfi- 
ligen Aocen von verschiedener Richkmg folgt das Vorhandensein 
von p solchen Äxen, gerichtet tvie die Kugdradien nach den 
Ecken eines (nicht sternförmigen) regulären sphärisclien p-ecks 
(Fig. 10). 

Beweis, Unter allen gleichen n-zähligen Axen des Sy- 
stems seien A\ A" 2 derartige, dass kein anderes Paar 
solcher Axen einen kleineren Winkel bestimme als jene; 
dieser Winkel heisse 6, Man ziehe nun im beweglichen 
System durch einen beliebigen Punkt der Axe Ä' eine Ge- 
rade a^ \ A\ Eine w- zählige Drehung um A'' bringt o^ in 
die neue Lage a^] parallel hiermit ist jene Lage, in welche 
die Axe A' des beweglichen Systems gefuhrt ist Wenn die 
A Schraubenaxen sind, so ist nun noch die zugehörige Schie- 
bung l längs -4" auszuführen, wodurch natürlich die HicJi- 
tung von a^ nicht geändert wird, a.^ giebt also die Richtung 
derjenigen Axe an, welche aus A' hervorgeht durch Aus- 
führung der Deckbewegung um J.", und welche demnach eine 
Axe des festen Systems sein muss; sie heisse A'". 

Jetzt lege man durch einen festen 
Punkt eines anderen Raumes Parallelen 
mit den eben behandelten Axenrich- 
tungen a^, a^ (identisch mit A^ und ag, 
und konstruire mit beliebigem Radius 
eine Hülfskugel um 0, welche von jenen 
durch gelegten Axenrichtungen in den 
gleichnamigen Punkten a^, a^, a^ ge- 
schnitten werde. Dann ist auf der Kugel 




Fig. 10. 



Bogen a^a,2 = a2a^ = <?, und 
<^ a^a.^a^ =-• — 



n 



Ebenso wie durch Ausführung der Deckbewegung um 
A" die Axe J.'" aus A' hervorging, leitet man nun durch 
Ausführung der Deckbewegung um A'" eine neue Axe A^^ 
aus A" ab; ihre Richtung ist dadurch bestimmt, dass die |j 
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zu ihr durch gelegte Gerade die Httlfskugel in einem Punkt 

a^ treflfen muss, der so liegt, dass a^a^ = 6 und -^ a^a^a^ 

= — ist. — So fortfahrend findet man lauter Axenrich- 
n 

tungen, die in dem Punktsystem vorkommen müssen. Dadurch 
erhält man auf der Hülfskugel ein reguläres sphärisches Viel- 
eck, welches sich unmittelbar schliessen muss und nicht 
sternförmig sein kann, weil im letzteren Falle zwei Rich- 
tungen a vorkommen würden, die einen kleineren Winkel 
als ö bildeten, was gegen die Voraussetzung ist. Hiermit 
ist der Satz bewiesen. 

Satz 12. Als solche reguläre sphärische Vielecke y durch 
welcJie nach dem vorigen Satz die verschiedenen Richtungen 
gleicher n-mhiiger Axen bestimmt werden ^ treten n%tr einige, 
ganz bestimmte, auf. Welche es sind, ergiebt sich im Verlauf 
des Beweises. 

Beweis. Der Flächeninhalt eines sphärischen jp-ecks mit 
den (in Graden gemessenen) Winkeln a, ß, y, ... ist be- 
kanntlich 

= |« + ^ + y + --(i'-2).i80'>).'jl^, 

WO r den Kugelradius bedeutet. — Beim regulären sphärischen 
^-eck ist die Summe aller Winkel =p , a, wenn a der Poly- 
gonwinkel ist; als Winkel einer n-zähligen Axe ist dieser, in 

Graden gemessen, = . Also ist der Flächeninhalt des 

regulären sphärischen ^ecks 

WO zur Abkürzung 2w — p(n — 2) = (p, und der Inhalt der 
Kugelfläche Ar^jt = K gesetzt ist Aus der üeberlegung, 
dass der Flächeninhalt Fp nothwendig positiv sein muss, er- 
giebt sich eine Bedingung für die allein möglichen Werthe 
von p] nämlich es muss 9 = 2n — p{n — 2) > sein. 

Indem man nun für n nacheinander die nach Satz 10 
allein möglichen Werthe 6, 4, 3, 2 einsetzt, und jedesmal 
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ermittelt, welche ganzzahligen Werthe von j> den Ausdruck 
9) > machen, findet man die Eckenzahlen p der allein hier 
auftretenden Vielecke. Dabei ist der Werth p ^= M aus- 
geschlossen, weil ein Eineck sinnlos ist. Und ausserdem ist 
zu bemerken, dass für p = S g) unabhängig von n, nämlich 

= 4, also F2 = — wird. Demnach ist für Axen von jeder 

Zähligkeit (n) das Verlaufen nach 2 entgegengesetzten Rich- 
tungen, nämlich nach den Ecken des sphärischen Zweiecks 
(p = 2), möglich, 

a) Für n = 6 wird 9) = 4 . (3 — p). Es giebt nur den 
einzigen Werth p = 2, der 9 > macht; also ist nur das 
(reguläre) sphärische Zweieck möglich; sein Flächeninhalt ist 

J?2 = ~ß' jfSechszählige gleicJie Axen von verschiedener Rich- 
tung können nur nach 2 entgegengesetzten Richtungen verlaufen.'' 

b) Für n = 4 wird q> = 2 . (4 — jo); dies wird positiv 

iür p = 2 und für jp = 3. Im ersteren Falle wird J'g = — ; 

im letzteren 2^3=:—; dies ist also dasjenige reguläre sphä- 
rische Dreieck, welches das reguläre Oktaeder bestimmt. Also: 
„Vierzählige gleiche Axen von verschiedener Richtung können 
entweder nach 2 entgegengesetzten Richtungen verlaufen, oder 
parallel den Kugelradien nach den Ecken des regulären sphä- 
risclien Dreiecks, welches das Oktaeder bestimmt}' 

c) Für n = 3 wird 9) = 6 — ^; dies wird positiv für 
^ = 2, 3, 4, 5. Die Flächeninhalte dieser Polygone sind be- 

züglich F, = §, JP3 == f , F, = f , i^5 = §• Also: „Drei- 

zählige gleiche Axen von verschiedener Richtung verlaufen ent- 
weder nach 2 entgegengesetzten Richtungen, oder parallel den 
Kugelradien nach den Ecken eines gewissen regidären sphärischen 
Dreiecks oder Vierecks ode^' Fünfecks, welche bezüglich das re- 
guläre Tetraeder, Hexaeder, Dodekaeder bestimmen," 

d) Für n = 2 wird 9) = 4, also unabhängig von p, und 

Fp wird = — . Die Seitenzahl p des Polygons bleibt hier 

also zunächst unbestimmt; aber aus dem Flächeninhalt des 
Polygons erkennt man, dass alle seine Ecken in ein und 
denselben grössten Kreis fallen. Also: „Zweizählige gleiche 
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Axen von verschiedener Richtung verlaufen entweder nach 2 ent- 
gegengesetzten Richtungen oder parallel den Radien nach den 
Ecken eines regulären ebenen Polygons^ dessen Eckenzahl vor- 
läufig noch unbestimmt bleibtJ^ 

Satz 13. Aus dem Vorhandensein von 2 gleichen i-zäh- 
ligen, oder 2 gleichen 3-zähligen Axen von verschiedener, jedoch 
nicht entgegengesetzter, Richtung folgt das Vorhandensein von 
noch mehreren gleichen Aocen parallel den Radien nach den 
Ecken eines regidären Polyeders. Letzteres ist für die 4 -zäh- 
ligen Axen ein Oktaeder, für die S-zähligen ein Tetraeder oder 
Würfel oder Dodekaeder (doch wird das Dodekaeder später — 
Satz 19 — aufgeschlossen). 

Beweis. Es seien A', Ä' zwei gleiche, n- zählige Axen 
von der Art, dass kein anderes Paar solcher Axen einen 
kleineren Winkel als sie einschliesse; er heisse <?. Weil die 
Axen nicht entgegengesetzt gerichtet sein sollen, so ist sicher 
(7 < 180^. Dann ist in Satz 11 bewiesen, dass noch mehrere 
ihnen gleiche Axen A"' , A^^, . . A^^^ vorhanden sein müssen, 
parallel den Kugelradien nach den Ecken eines regulären 
sphärischen p-ecks, das, wegen ö < 180^, kein Zweieck sein 
kann. Durch irgend einen Punkt einer dieser Axen (A') legt 
man im beweglichen System Parallelen zu den anderen ge- 
nannten Axen und führt nun die Deckbewegung um A' aus. 
Diejenigen Linien, in welche hierdurch die gezogenen Paral- 
lelen versetzt werden, sind dann parallel zu den Lagen, in 
welche die anderen Axen A'\ A'", . . . geführt sind, und 
welche, — weil es eine Deckbewegung war, — Axen des 
festen Systems sein müssen. Zieht man, wie bei Satz 11, 
durch einen festen Punkt eines anderen Raums Parallelen 
zu den Axenrichtungen Ä , A" , . . . AS^^, so bestimmen ihre 

Schnittpunkte «i, «2? • • • ^p ^^^ ^^^ ^^ ^ koustruirten Hülfs- 
kugel das reguläre sphärische p-eck (les Satzes 11. Eine 
w-zählige Drehung der Kugel um die Linie Oa^ führt nun 
das sphärische ^-eck in eine neue Lage des Raums, in wel- 
cher es mit einer Seite an der früheren anliegt; die Radien 
nach den Ecken dieses neuen Polygons sind parallel den 
oben ermittelten neuen Axenrichtungen, die in dem Punkt- 
system nothwendig vorkommen müssen. Durch w- zählige 
Drehung der Kugel um irgend einen Radius, der einer der 
bisher konstruirten Axenrichtungen parallel ist, werden die 



4C Capitel III. Die versch. mogl. Art^n n. Richtungen von Axen etc. 

bisher vorhandenen sphärischen |>-ecke in neue Lagen ge- 
f&hrt^ und wieder müssen die Radien nach ihren Ecken || zu 
t^zähligen gleichen Äxen des Systems sein. Fährt man so 
fort, so gelangt man doch nur zu einer beschränkten Zahl 
von AxenrichtungeU; denn alle hier auftretenden sphärischen 
Polygone haben die Eigenschaft, durch wiederholte Aneinander- 
fügung die Kugelfläche grade lückenlos zu schliessen. Nämlich 
nach Satz 12 hat das sphärische Dreieck^ welches bei 4-zäh- 

ligen Axen auftritt, die Grösse -g-; es führt also zum Okta- 
eder; das sphärische Dreieck, Viereck, Fünfeck, welche bei 

je K K 

3- zähligen Axen auftreten, sind bezüglich = x> ~ä"? ~ö> ^^luren 

also zum Tetraeder, Würfel und Dodekaeder; und das war 
zu beweisen. — 

Znsammenfassiing der Ergebnisse von Satz 11 bis 13. 
Gleiche Axen von jeder Zäldigkeit (n) können nach 2 ent- 
gegengesetzten Richtungen verlaufen. Für sechsmhlige gleiche 
Axen sind dies die einzig möglichen verschiedenen Rich- 
tungen. Viermhlige gleiche Axen können ausserdem noch 
parallel den Radien nach den Ecken eines Oktaeders ver- 
laufen. DreimMige gleiche Axen können noch parallel den 
Radien nach den Ecken eines Tetraeders oder eines Würfels 
oder eines Dodekaeders verlaufen; doch wird das Dodekaeder 
später (Satz 19) ausgeschlossen. Zweimhlige gleiche Axen 
können noch parallel den Radien nach den Ecken eines regu- 
lären ebenen Polygons verlaufen. Wieviel Ecken dies Po- 
lygon hat, und ob es etwa gleichzeitig in mehreren Lagen 
vorkommen kann, lässt sich erst an späterer Stelle ent- 
scheiden. (Vergl. Satz 18.) 

Satz 14. Ändere als die bisher gefundenen Richtungen 
sind fü/r gleiche n-mhlige Axen (abgesehen von den 2'Zähligen) 
nicht möglich, ^ 

Beweis. Zunächst wird gezeigt, dass parallel dem Radius 
nach dem Mittelpunkt eines der in Satz 12 gefundenen regu- 
lären sphärischen Polygone keine gleiche Axe verlaufen kann. 
Zu dem Zweck vergleicht man den zwischen einer Ecke und 
dem Mittelpunkt des sphärischen Polygons gelegten Bogen q 
mit der Polygonseite <?. Sobald sich dabei 9 < <? heraus- 
stellt, kann nach dem Mittelpunkt keine gleiche Axe ver- 
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laufen, weil 6 der kleinste Winkel zweier gleichen n-zähligen 
Axen ist. (Vergl. den Beweis zu Satz 11.) 

Zur Erlangung der Zahlenwerthe von q und ö bei den 
sphärischen Polygonen, die den 4 in Betracht kommenden regu- 
lären Polyedern zugehoren, kann man so verfahren: Bezeich- 
net R den Radius der um das Polyeder beschriebenen Kugel, 
welche mit der bisher benutzten Construktionskugel identisch 
ist, und r den Radius der einbeschriebenen Kugel, so bestimmt 
ein nach einer Polyederecke verlaufender Radius i?, und der 
nach einer benachbarten Polyederflächenmitte gezogene Radius 
r zusammen ein rechtwinkliges Dreieck, aus welchem folgt 

cos Q = ^' Ferner bilden die nach 2 benachbarten Polyeder- 
ecken gezogenen Radien R und die Polyederkante a ein gleich- 
schenkliges Dreieck mit dem Winkel ö an der Spitze, so 

Weil Q und — rechtwinkligen Dreiecken 



dass sin 2 = 2^- 



angehören, so sind es spitze Winkel; und daher bestimmen 
sie sich eindeutig aus diesen Formeln, sobald man darin die 
durch die Kante a ausgedrückten Werthe für R und r ein- 
gesetzt hat. Diese Bestimmung ist in folgender Tabelle über- 
sichtlich zusammengestellt. 



Dreieck des 
Tetraeders. 



Dreieck des 
Oktaeders. 



Viereck des 
Würfels. 



Fünfeck des 
Dodekaeders. 



R 



r 



cos p == - 
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54» 44' 8,2' 
70» 31' 43,6 



^ya . (1 + 1/5) 
^VlO. (26 + 111/5) 



Vi • (1 + W^ 

il/3. (1/6-1) 

37» 22' 38,6" 
41» 48' 37,«" 



Ferner ist beim 2^eieck p = ^- Also erkennt man, dass 

unter allen Umständen q <i6 ist. Folglich kann parallel dem 
Radius nach dem Mittelpunkt eines der sphärischen Poly- 
gone keine gleich^ Axe verlaufen wie nach den Ecken. Nach 
einem anderen Punkte der Polygonfläche kann eine solche 



48 Capital ni. Die versch. niögl. Arten u. Richtongen tod Azen etc. 

Axe erst recht nicht gerichtet sein^ weil jeder andere Flächen- 
ponkt mindestens einer Ecke noch näher liegt als der Mittel- 
punkty so dass der Winkel des nach ihm gerichteten Radios 
mit dem nach einer Poljederecke gezogenen erst recht -< 6 
wird. — 

Dagegen braucht^ wenn zweizählige gleiche Axen parallel 
den Radien nach den Ecken eines cbetien Polygons (d. h. eines 
sphärischen y das mit einem grossten Kreise zusammenfällt, 
Satz 12 d) gerichtet sind, q nicht kleiner als a zn sein. Hier 
sind also noch andere Richtungen gleicher zweizähliger Axen 
möglich. (Vergl. Satz 18.) 

§ 7. Arten und Riclitangen der verscMedenen in demselben 

System vorlLandenen Axen. 

Satz 15. Wenn gleicJie n-zäJdige Axen nur nach einer 
Richtung verlaufen, so können irgend welche andere Axeti des 
Systems docli nur nach derselben Richtung verlaufen. Soldhe 
Systefne sind also „Punktsysteme mit einer einzigen Axen- 
richtung^^ 

Beweis. Angenommen es verliefe irgend eine Axe in 
anderer als der gegebenen Richtung, so würde die Ausfuh- 
rung der zu ihr gehörenden Deckbewegung auf n- zählige 
Axen von neuen Richtungen fuhren, was gegen die Vor- 
aussetzung ist. Wäre z. B. eine zweizählige Axe senkrecht 
zur gegebenen Axenrichtung vorhanden, so würde sie auf 
gleiche w- zählige Axen von genau entgegengesetzter Rich- 
tung führen, welche ebenfalls ausgeschlossen ist. Somit 
bleibt die gegebene Richtung als einzig mögliche auch für 
irgend welche andere Axen übrig. — 

Was für verschiedene Axenarten in ein und demselben 
„Punktsystem mit einer einzigen Axenrichtung" vorkommen 
können, wird erst später ermittelt (Capitel V, § 9). In diesem 
§ dagegen werden nur die verschiedenen Arten und Rich- 
tungen von Axen in Punktsystemen mit mehreren Axenrich- 
tungen untersucht. 

Erklärung: Diejenigen unter allen Axen eiiies Systems, 
welche den kleinsten charakteristischen Drehunnkel besitzen, mögen 
Hauptaxen heissen, Sie sind die „meistzähligen" Axen des 
Systems, denn n hat für sie den grossten Werth. 
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Nun sind nacheinander folgende Fälle zu behandeln: 

1. Gleiche Hauptaxen verlaufen nur nach zwei entgegen- 
gesetzten Richtungen. 

2. Sie verlaufen nach den Ecken eines der in Satz 13 
ermittelten regulären Polyeder. 

3. Endlich ist noch der Fall, wo die Hauptaxen zwei- 
zählig sind, also überhaupt keine anderszähligen Axen vor- 
kommen, besonders zu untersuchen. 

Satz 16. Wenn ein Punktsystem gleiche n-zählige Axen 
besitzt, die nur nach zwei entgegengesetzten Richtungen verlau- 
fen, so besitzt es zugleich, senkrecht zu den vorigen: 

a) zweizahligCy untereinander gleiche, Axen nach n Rich- 
tungen, deren je 2 Nachbarrichtungen den Winkel — mit- 
einander bilden, und 

b) andere zweizählige, untereinander gleiche, Axen, deren 

Richtungen die Winkel - der vorigen Jialbiren, 

Beweis zu a). Weil das System nach Voraussetzung 
gleiche Axen A27t von entgegengesetzten Richtungen ent- 

hält, so muss es, nach der Erklärung der Gleichheit von 
Axen, pag. 37, mit sich selbst zur Deckung gebracht werden 
können dadurch, dass man eine Axe A mit einer gleichen 
entgegengesetzt gerichteten zur Deckung bringt. Dies erfor- 
dert eine Umdrehung des Systems um 180®; also gehört zu 
den Deckbewegungen des Systems jedenfalls eine zweizählige 
Drehung oder Schraubung um eine Axe Q, die zu den Rich- 
tungen der Axen A senkrecht verläuft. Letztere Axe kann 
nur zweizählig sein, denn wäre sie mehrzählig, so würden 
durch sie n-zählige Axen von noch mehr als den 2 entgegen- 
gesetzten Richtungen gefordert werden, was gegen die Vor- 
aussetzung ist. Durch wiederholte Ausführung der Deck- 
bewegung A2rt entspringen aus der einen Queraxe Q noch 



n ' 



mehrere, ihr gleiche. — Legt man wieder zu sämmtlichen 
Axenrichtungen Parallele durch einen Punkt eines anderen 
Raums, so bestimmen die sämmtlichen zweizähligen Quer- 
axen Q auf der um baschriebenen Hülfskugel n gleich- 
weit voneinander entfernte Punkte auf einem grössten 

Sohncke, Krystallstruktnr. 4 
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Kreise, zu welchem die 2 Richtungen der Axen A senk- 
recht stehn. 

Beweis zu h) (Fig. 11). Die beiden Deckbewegungen 
A2rt und Qtn , welche das System nach dem Vorigen be- 

n 2 

sitzt, sind zusammen äquivalent einer gewissen Schraubung 
(Hülfssatz VII), welche demnach auch eine Deckbewegung 
des Systems sein muss (Hülfssatz IX), so dass ihre Axe zu 
den Axen des Systems gehört. Die Richtung derselben findet 
man nach Hülfssatz VII und III durch folgende Konstruk- 
tion auf der Hülfskugel. An den durch die Axenschnittpunkte 

A und Q gelegten grössten Kreis 
trägt man in A den halben zu A 

gehörigen Drehwinkel, also — , und in 

Q den zu dieser Axe gehörigen halben 

Drehwinkel, also — , nach der rieh- 

tigen Seite hin an (Satz III). Der 
Schnittpunkt JR beider angelegten 
grössten Kreise bestimmt die Rich- 
F»«- 11 tung, und der dortige Aussenwinkel 

des Dreiecks J.ÖJ?; welcher =- ist, den Drehwinkel der neuen 

Axe. Dieselbe ist, der Konstruktion zufolge, zweizählig, und 

ihre Richtung halbirt den Winkel — zweier Nachbarrich- 

tungen der Axen Q, — In gleicher Weise wie diese eine 
Axe JR leiten sich die übrigen ihr gleichen ab; ihre Schnitt- 
punkte auf der Hülfskugel halbiren die Bögen zwischen je 
2 Nachbarpunkten Q, 

Zusatz. Aus dem Vorhandensein der in Satz 16 an- 
gegebenen Axenrichtungen folgen Iceine anderen Axenrich- 
tungen. 

Beweis, Auf der Hülfskugel finden sich an allen Bögen, 
die irgend ein Paar Axenpunkte verbinden, in diesen Punkten 
alle für sie möglichen halben Drehwinkel angetragen, so 
dass bei der Konstruktion der zu 2 Axen äquivalenten Axen 
(nach Hülfssatz III) immer nur schon vorhandene Schnitt- 
punkte von Bögen vorkommen. 

Satz 17. In einem Punktsystem, dessen gleiche Hauptaxen 
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A2n nur wich 2 entgegengesetzten Richtungen verlaufen, sind 



n 



andere Axenrichtungen als die im Satz 16 angegebenen über- 
haupt nicht möglich (Fig. 11). 

Beweis. Angenommen es gäbe eine Axe in einer anderen 
Richtung als den im Satz 16 gefundenen, so kann diese 
andere Richtung jedenfalls nur senkrecht zu den 2 Rich- 
tungen der Hauptaxen Ä sein; denn sonst würden für die 
Hauptaxen durch sie noch neue Richtungen gefordert, was 
gegen die Voraussetzung ist. Aus demselben Grunde könnte 
eine solche neue Axe, auch wenn sie senkrecht zu Ä wäre, 
doch nur zweizählig sein. Aber auch eine solche kann nicht 
existiren; denn angenommen es gäbe eine, von den schon 
ermittelten Axen Q und R verschiedene, zweizählige Axe P, 
so fiele der durch sie bestimmte Punkt auf der Hülfskugel 
zwischen irgend 2 nächstbenachbarte Punkte der vorher er- 
mittelten zweizähligen Axen Q und R auf demselben grössten 
Kreise. Q sei der nächste Axenpunkt bei P, so dass der 

Bogen FQ < RQ, d. h. < ^ . Weil nun nach dem vorigen 

Satze die Zahl der senkrecht zu Ä verlaufenden Richtungen 
zweizähliger Axen = 2n ist, so ist auch der zu Q diametral 
gegenüberliegende Punkt q der Kugel ein die Richtung einer 
zweizähligen Axe bestimmender. Die beiden Bewegungen, 
erst um die Axe von der Richtung OP, dann um die von 
der Richtung Og, sind zusammen äquivalent einer gewissen 
Schraubenbewegung (Hülfssatz VII), welche nach Hülfssatz IX 
ebenfalls eine Deckbewegung sein muss. Ihre Axenrichtung 
findet man (nach VII und IH), indem man an den Bogen 
Pq in P und q die betreffenden halben Drehwinkel, d. h. 

beidemal — , anträgt. Beide angetragene Bögen schneiden sich 

im Punkt J., also fällt die Richtung jener Deckbewegung, 
die mit den genannten beiden Bewegungen äquivalent ist, 
mit einer von beiden Richtungen der meistzähligen Axen zu- 
sammen. Der ihr zugehörige Drehwinkel ist doppelt so gross 
als der bei Ä gelegene Aussen winkel des Dreiecks APq, also 

= 2 . PAQ. Da aber PAQ < — , so wäre jener Drehungs- 



winkel < — . Danach gäbe es in dem Punktsystem in Rich- 
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tung der A e'nw Axe mit kleinerem charakteristischen Dreh- 

winke! als — ; dann wären also die w- zahligen Axen nicht 

mehr die Hauptaxen Tvergl. Erkl. pag. 48 j, was doch vor- 
ausgesetzt war. Folglich ist eine Axe von der Richtung OP 
unmöglich. 

Zusatz. Es ist nicht ausgeschh^ssen , dass parallel den 
Hauptaxen auch noch minder zähl i{/e Auen existiren. 

Satz 18. Wenn ein Pnnitsystepn gleiche n- zähl ige Axen 
Ijesitzty die parallel den Radien nach den Ecien eines regulären 
Polyeders verlaufen, so besitzt es zugleich: 

a) p-zähligCj untfreinander gleiche ^Lren, parallel den Hadien 
na/ih den Mitten der das Polyeder hegrenzendeti p^cie, und 

h) ztveizählige, untereinander gleich' Axen, parallel d*ii 
Radien nach den Mitten der Polyederlantrn (Fig. 12). 

Beweis zu a). Die beiden Deckbewegungen um 2 gleiche 
n-zählige Axen von kleinster gegenseitiger Neigung sind zu- 
sammen äquivalent einer gewissen Schraubenbewegung (Hülfs- 
satz VII j, welche nach Hülfssatz IX ebenfalls eine Deck- 
bewegung sein muss. Ihre Axenrichtung findet man (nach 
VII und III), indem man auf der Hülfskugel in 2 Nachbar- 
ecken {Ä' Ä" ) von einem der sphärischen p-ecke (des 

Satzes 13) die dortigen Polygonwinkel, 
die ja die Grosse der »i-zähligen Drehung 
darstellen, halbirt. Die Halbirungslinien 
/ i* \ \ schneiden sich im Mittelpunkt P des 

\ A< yy j p-ecksy also giebt der dorthin gerichtete 
^ ' / Kugelradius die Richtung der resultirenden 
Axe an; und ebensolche Axen verlaufen 
" natürlich parallel den Kuffelradien nach 

den Mitten aller jp-ecke. Die um eine 
solche Axe auszuführende Drehung ist nach Hülfssatz III 
doppelt so gross, als der Aussen winkel des sphärischen Drei- 
ecks, das durch die Seite und die Mitte des p-ecks bestimmt 

ist, also = 2 vjt -) = • 27t, also für das Dreieck, 

Viereck, Fünfeck (die nach Satz 12 und 13 allein vorkolnmen), 

27t aTT 27C Tx« -r\ i ^^ i i i * ■ i • 

resp. = « ; 2 . — , 3 . — . Die Drehung — cnaraktensirt eme 

2ä . 

dreizählige Axe; die Drehung 3 . — eine fünfzählige, weil 
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zweimalige Ausführung dieser Drehung = f . 2;r oder, was 
auf dasselbe hinauskommt, = -=- ist. Dagegen könnte die 

Drehung 2 . — oder n ebensowohl bei einer zweizähligen als 

bei einer vierzähligen Axe vorkommen, daher muss noch be- 
sonders bewiesen werden, dass die Axe im vorliegenden Fall 
vierzählig ist. Somit ist die j)-zähligkeit der nach der Mitte 
der jp-ecke gerichteten Axen nachgewiesen, ausser für den 
Fall, dass das Polyeder von Vierecken begrenzt, also ein 
Würfel, ist. Für diesen Fall wird der Beweis nachher be- 
sonders geführt. 

Beweis zu b). Die Deckbewegungen, erst um eine der 
oben ermittelten j)- zähligen Axen und darauf um eine, mit 
ihr einen möglichst kleinen Winkel bildende, w- zählige Axe, 
sind zusammen äquivalent einer einzigen Deckbewegung, deren 
Axe (nach Hülfssatz VII und III) auf der Hülfskugel durch 
den Schnittpunkt Z einer Seite des jp-ecks mit einem senk- 
recht auf diese Seite durch die p-zählige Axe gelegten grössten 
Kreise bestimmt ist. Denn das durch diesen Punkt und die 
beiden vorigen Axenpunkte bestimmte Dreieck enthält in der 
That die halben Drehwinkel der beiden gegebenen Axen. 
Weil es bei Z rechtwinklig ist, und der dortige Aussenwinkel 
den halben Drehwinkel der äquivalenten Bewegung darstellt, 
so beträgt letztere Drehung 180^. Die Axe kann nur zwei- 
zählig sein, denn jede andere Zähligkeit würde noch neue 
^^zählige Axen fordern, was nach Satz 14 unmöglich. 

Beweis m Satz 18 für den Fall, dass das Polyeder ein 
Würfel ist (Fig. 13). Zu b) Weil dreizählige gleiche Axen 
Ä parallel den Kugelradien nach den Würfelecken verlaufen, 
so sind diese Axen paarweise entgegengesetzt gerichtet. 
Wegen der Gleichheit dieser Axen muss das System in der 
Weise mit sich zur Deckung gebracht werden können, dass 
man eine solche Axe A' mit der entgegengesetzt gerichteten 
zur Deckung bringt. Folglich muss zu den Deckbewegungen 
des Systems eine zweizählige Drehung (oder Schraubung) 
gehören um eine Axe, die in einer Ebene senkrecht zu diesen 
dreizähligen Axen, d. h. senkrecht zu einer Würfeldiagonale, 
verläuft. Um die Richtung dieser Axe in der Ebene zu er- 
mitteln, werden wieder zu allen Richtungen von Axen Paral- 
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lelen durch einen Punkt gelegt und die weitere KouBtruktion 
auf der Engel auBgefilhrt. Die fragliche Äxe mit zweizähliger 
Drehung kann nun nur nach einem 
der Punkte gerichtet sein, in denen 
jene auf der einen Wörfeldiagonale 
A' senkrechte Ebene die WQrfel- 
kanten schneidet, folglich nach einem 
der Punkte Z' X" Z'" Z^^ und zwei 
in der Fig. nicht sichtharen; denn 
bei jeder anderen Richtung würden 
durch Ausführung einer zweizäbligen 
Drehung oder Schraubang noch neue 
Richtungen für die dreizähligen Axen 
A gefordert werden, was nach Satz 14 unmöglich. Aus dem- 
selben Grunde kann diese neue Axe nur 2-zählig, und nicht 
etwa 4-zählig sein. Nach welchem der Punkte Z man diese 
Axe gerichtet denkt, ist gleichgültig, denn durch die drei- 
zähligen Axen ist alsdann doch immer bedingt, dass gleiche 
zweizählige Axen parallel den Kugelradien nach sämmtlichen 
Kantenmitten verlaufen. 

2m a) Wie bei dem allgemeinen Beweise des Satzes 18 h) 
aus der Existenz p-zähliger Axen P und M-zahliger Axen A die 
Existenz zweizähliger Axen Z folgte: so folgt hier aus dem 
Vorhandensein der zweizähligen Axen Z und der dreizähligen 
Axen A das Vorhandensein von Axen, die parallel den Kugel- 
radien nach den Mitten P der Vierecke verlaufen. Weil nun 
der bei P gelegene Aussenwinkel eines Dreiecks, das durch 
drei nächstbenachbarte verschiedene Axen (ZA'F) gebildet 
wird, = 135°, die äquivalente Drehung um die Axe P ^so 
^270'* =3.^ ist, und folglich die dreimalige Anwendung 
dieser Deckbewegung eine Drehung um — ^, oder einfach 
um -T- bedingt, so ist die nach P gerichtete Axe 4-zählig. 

Zusatz: Ms ist nicht attsgeschhssen, dass p =^n ist. Dann 
sind die beiderlei Axenarten zwar gleichvielzählig, aber trotz- 
dem nicht gleich, d.h. nicht deckbar. Dieser Fall ist beim 
Tetraeder realisirt. 

Satz 19. Gleiche drdzäldige Acoen lönnen nicht parallei 
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den Kitgelradien nach den Eclzen des regulären Dodekaeders 
verlaufen (wie es nach Satz 13 möglich schien). 

Beweis, Wenn sie nämlich so verliefen, so müssten 
nach dem vorigen Satz 5 -zählige Axen parallel den Radien 
nach den Mitten der regulären Fünfecke, die das Dodekaeder 
begrenzen, verlaufen. Solche Axen sind aber in regelmässigen 
unendlichen Punktsystemen unmöglich (Satz 9); also ist das 
Dodekaeder als „ Axenrichtungen bestimmendes Polyeder" 
ausgeschlossen. 

Satz 20. Der Fall, dass in einem Punktsystem vier zäh- 
lige gleiche Axen parallel den Badien nach den Oktaederecken 
verlaufen, ist identisch mit jenem, wo dreizählige gleiche Axen 
parallel den Radien nach den Würfelecken verlaufen. 

Beweis. Aus dem Vorhandensein vierzähliger gleicher 
Axen parallel den Radien nach den Oktaederecken folgt nach 
Satz 18 die Existenz dreizähliger gleicher Axen parallel den 
Radien nach den Mitten der Oktaederflächen, sowie zwei- 
zähliger gleicher Axen parallel den Radien nach den Kanten- 
mitten. — Nach demselben Satze folgt aus dem Vorhanden- 
sein dreizähliger gleicher Axen parallel den Radien nach den 
Würfelecken die Existenz zweizähliger gleicher Axen parallel 
den Radien nach den Würfelkantenmitten, sowie vierzähliger 
gleicher Axen parallel den Radien nach den Flächenmitten. 
Weil nun die Richtungen der Radien nach den Oktaeder- 
ecken dieselben sind wie die nach den Mitten der Flächen 
eines koncentrischen Würfels, dessen Kanten den vierzäh- 
ligen Oktaederaxen parallel laufen, so haben die vierzähligen 
Axen in beiden Fällen übereinstimmende Richtungen. Ferner 
sind die Richtungen der Radien nach den Oktaederflächen- 
mitten dieselben wie die nach den Ecken jenes Würfels; 
folglich haben auch die dreizähligen Axen in beiden Fällen 
übereinstimmende Richtungen. Schliesslich sind auch die 
Richtungen der zweizähligen Axen in beiden Fällen identisch, 
weil die Radien nach den Oktaederkantenmitten mit den- 
jenigen nach den Kantenmitten jenes Würfels zusammenfallen. 
Folglich sind beide Fälle völlig identisch. 

Satz 21. Aus dem Vorhandensein der in Satz 18 an- 
gegebenen Axenrichtungen folgen keine weiteren (Fig. 14 und 13). 

Beweis. Weil den beiden vorigen Sätzen zufolge nur 
noch das Tetraeder und der Würfel (oder statt dessen das 
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Oktaeder) als Axenrichtungen bestimmend in Betracht kom- 
men, so ist nur für diese beiden der Beweis zu führen. 

a) Im Falle des Tetraeders (Fig. 14) lege man auf der 
Hülfskugel durch je 2 Ecken A und je 2 über den Flächen- 
mitten des Tetraeders gelegene Punkte P grosste Kreise, so 
schneiden sie sich in den Punkten Z^ die den Eantenmitten 
entsprechen. Um jetzt für eine solche Bewegung, welche 

den Bewegungen um irgend 2 vorhan- 
dene Axen zusammen äquivalent ist, 
die Axe zu konstruiren, muss man nach 
Hülfssatz VII und III die beiden Axen- 
punkte durch einen grössten Kreis ver- 
binden und an ihn in den Axenpunk- 
ten die betreffenden halben Drehwinkel 
antragen. Man bemerkt nun, dass 
j,.g j^ sämmtliche hierbei auftretende Kreise 

auf der Hülfskugel schon vorhanden 
sind, — mit Ausnahme der durch je zwei Z gehenden Bogen, 
— und dass in den Axenpunkten alle für sie möglichen halben 
Drehwinkel an alle Bogen schon angetragen vorkommen. 
Daher treten bei der Konstruktion der zu zweien Axen äqui- 
valenten Axe immer nur schon vorhandene Schnittpunkte 
von Kreisbögen, d. h. schon vorhandene Axen, auf. — Nur 
bei der Kombination von 2 zweizähligen Drehungen um 2 
Axen Z ist dies noch unbewiesen. Nun aber verlaufen die 
sämmtlichen zweizähligen Axen des Tetraeders längs dreier 
sich senkrecht schneidender Linien; daher folgt aus der Kom- 
bination je zweier solcher Drehungen nach Hülfssatz HI immer 
nur eine der schon vorhandenen zweizähligen Axen. 

b) Im Falle des Würfels (Fig. 13) lege man auf der 
Hülfskugel wieder durch je 2 Ecken A und je 2 über den 
Flächenmitten des Würfels gelegene Punkte P grösste Kreise, 
so schneiden sie sich in den Punkten Z über den Kanten- 
mitten. Hierdurch finden sich schon durch grösste Kreise 
verbunden je 2 Axenpunkte J., je 2 Axenpunkte P, je ein 
A und ein P, und je ein P und ein Z; und an diesen Ver- 
bindungsbögen sind in den Axenpunkten auch alle für sie 
möglichen halben Drehwinkel schon angetragen, so dass die 
Axe einer solchen Bewegung, die zweien aufeinanderfolgen- 
den Bewegungen eines der genannten Axenpaare äquivalent 



§ 7. Arten u. Dichtungen der versch. Axen eines Systems. 57 

ist, immer durch einen schon vorhandenen Schnitt von Kreis- 
bögen dargestellt wird, also mit einer schon vorhandenen 
Axe zusammenfällt. Es bleibt nur zu zeigen übrig, dass 
auch zwei aufeinanderfolgende zweizählige Bewegungen um 
irgend zwei Z, und ebenso zwei aufeinanderfolgende Be- 
wegungen bezüglich um Z und um J., zusammen äquivalent 
sind einer Bewegung um eine schon vorhandene Axe. 

a) Je zwei Z, Von den 12 Z kommen nur 6 in Betracht, 
weil je 2 diametral gegenüberliegen. Kombinirt man zunächst 
eine Bewegung um eine solche Axe, Z" y mit derjenigen um 
eine der nächstbenachbarten Z\ Z"\ Z^ Z% so ist jedes 
solche Bewegungspaar nach Hülfssatz VII und HI äquivalent 

einer Drehung um 2 • — um eine Axe A, die zu dem be- 
treffenden Axenpaar senkrecht liegt (in den ersten beiden 
Fällen um Ä^ in den letzten beiden um A^^), Kombinirt 
man aber zwei Bewegungen wie um Z" und Z^y so sind sie 
äquivalent einer zweizähligen Drehung um eine vierzählige 
Axe P'. — Hier entspringt also keine neue Axe. 

/3) Hine Z und eine A, Von den 8 A kommen nur 4 
in Betracht, weil je 2 diametral gegenüberliegen. Z" ist 
mit seinen nächsten Nachbaraxen A \Ä' und Ä"^ durch schon 
vorhandene grösste Kreise verbunden; also sind zwei auf- 
einanderfolgende Bewegungen um ein solches Paar äquivalent 
einer Bewegung um eine Nachbaraxe P. Kombinirt man 
aber die Bewegung um Z" mit einer um eine entferntere Axe 
Ä (oder ^^^), welche mit ihr einen rechten Winkel ein- 
schliesst, so erhält man die Axe der äquivalenten Bewegung, 
indem man in Ä einen der möglichen halben Drehwinkel 
an den Bogen Z" Ä anträgt. Der in Z" anzutragende halbe 
Drehwinkel (90«) liefert den Bogen Z' Z" Z'" Z'^. Dieser 
Bogen wird von einem der in Ä angetragenen Bögen in 
einem der Punkte Z\ Z", Z'", Z^^ geschnitten. Also ent- 
steht auch hierbei keine neue Axe. 

Satz 22. In Punktsystemen mit vierzähligen oder drei- 
zähligen gleichen Axen nach mehr als 2 Bichtungen sind die 
einzigen j für irgend welche Axen überhaupt möglichen Richtun- 
gen di^enigen der Radien nach den Ecken j den Flächenmitten 
und den Kantenmitten der in Satz 13 angegebenen Polyeder 
(Würfel, Oktaeder, Tetraeder). 
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Oktaler klf AxenritLtumrt'r liesnimiDaid in Betncht kom- 
iDCL. s»L- isi i:Lj für cjtt* tieiSoi der Be^ei« zu fuhren. 

fa Im FäIj*- 6^ Trrraräfr:^ Tig. 14 lege man «of der 
HüHskTürf: d'jrch it- i' Etkfi. .4 tud .H" 5 fiber den Flächen- 
mitieii des TetTÄr^drrf ^eLe^iie PimtM' F grossl« Kreise, so 
wV;Ti ^QPTi gitr sicL iü ürL PiLz^£L Z. die den Kantenniitten 
ent5]'recheii. ITid ;ietrr ftj- eine 2*ciiciie Bewegung, welche 

de.:: Beveg'Lngen izm iigcnd 2 TOifaan- 
ürur Axer zusammen iqnirmlent ist, 
die Axe m konforxziren. mnss mjui nach 

^ ^ Htli2i$;fct£ TU mid IQ die beiden Axen- 

^ ^ }«i:iikTe dLjcii einem grossten Kreis yer- 

binden iind an um in den Axenpunk- 

^^ — — Ten die t^etrefienden halben Drehwinkel 

X^ antragen. Man bemetlt nnn, dass 

"'^^^^ sammtÜcie hierbei auftretende Kreise 

aii der HüifskTtgel schon Toihanden 
sind, — mit Ausnahme dtr izn-h je rwei Z gehenden Bogen, 
— und d&?t> in den Axenjumkien alle fcr sie möglichen halben 
r>reii winke! an alle Bogen j^ebon angetragen Toikonimen. 
Daher treten bei der Konstnition der m zweien Axen aqni- 
Talenten Aie immer nur 5»chor rorhandene Schnittpunkte 
von Kreisbocen, d, ii. scicoi Tcrhandejje Axen, an! — Nur 
l»ei der Kombinat) an xon i? iweizahligen Dräinngen um 2 
Axen Z isi dies noeh iLiibe wiesen, Xcn ab» Toianfen die 
sammtlifien zweiKahligen Axen des Terraeders längs dreier 
öicii senkrecii schneiden der Linien; daher folgt ans der Kom- 
bination je f weiej solcher Prf'himgen nach Hnlfssats DI immer 
niir eine der schon rorhandenen zweizahlisen Axfri. 

b' Im Falle des Wii^^'':'le^ Pig. 13' lege man auf der 
Hülfskngel wieder durch ie ? Ecien .4 und je 2 über den 
Fjafienmitren des TVürfeis gelegene Punkte P grosste Kreise, 
so schneiden sie sich in den I^krejn Z über den Kanten- 
mJntfji. Hierdurch fndex sich schon durch grosste Kreise 
Terbnnden je i? Axenpunkte .4, jf ? Axenpnnkte P, je ein 
A und ein T, und je ein P und ein Z: nnd an diesen Ver- 
bindungsbogen sind in den Axenpunkten anch alle för sie 
möglichen halben Prehwinkel schon ai^rcmgesi, so dass die 
Axe einer solchen Bewegung, die rweien anfemanderfidgen- 
den Bewegungen eines der genannten Axenpaare iquivalent 



